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1. EINLEITUNG

Erkenntnisse iiber die Elektrostatik gehen bis ins Altertum zuriick, als Thales von Milet um
550 v.Chr. Experimente mit Reibungselektrizitit an Bernstein durchfiihrte. Erst mit der
Verfiigbarkeit von Batterien (Galvani, Volta) konnten aber auch elektrische Strome erzeugt
werden. Oersted erkannte 1820 den Zusammenhang zwischen elektrischen Stromen und dem
Magnetismus. Dann kam die Entwicklung der Elektrizititslehre sehr schnell voran. Faraday
formulierte 1831 das Induktionsgesetz und James Clerk Maxwell gelang es 1864, noch 24
Jahre vor der Entdeckung elektromagnetischer Wellen, alle Grundgesetze der Elektrodynamik
in vier Maxwell Gleichungen in Differentialform zusammenzufassen:

divE = i-pel (1.1)
€9

divB = 0 (1.2)
_ oB

rotE = —— 1.3

o0 (1.3)

I‘Otﬁ = “‘0.3 + uo'SO'(z_]:J (1.4)

Die Differentialoperatoren Divergenz div (V- ), und Rotation rot (V x ), auf einen Vektor
a=(aj,a,,a3) angewendet, sind wie folgt definiert:

- Oay da, Oa; day da, 0a
dy o8z oz ox  ox oy )

Aquivalent zu (1.1) bis (1.4) sind die vier Maxwell Gleichungen in Integralform:

J[E-aA - i-j\j/jpel-dV (1.5)
[[B-dA = 0 (1.6)
ov

JEds = - [[B-aA (1.7)
0A

[Beds = woef[I-dR + wgesg- s [[E-dA (1.8)
O0A A A

wobei 0V die Oberflache des Volumens V, und A den Rand der Flache A bezeichnen.
Integrale iiber Volumen, I H dV, bzw. Flachen, ” dA , werden oft in Kurzform geschieben:

_f dV und _f dA , bzw. Integrale iiber geschlossene Oberflichen oder Pfade als @5 dA <j> ds.
ov 0A
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Einige wichtige Konstanten:

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Elementarladung

Elektrische Feldkonstante
Magnetische Feldkonstante
Ruhemasse des Elektrons
Planck'sches Wirkungsquantum
Boltzmann-Konstante
Avogadro-Konstante
Normtemperatur

Gravitationskonstante

c 2.99792458:108
e 1.602176634-10°"°
€0 8.854188-10712

Lo 1.256637-10°
me 9.1093837015-103!

h 6.62607015-1073
k 1.380649-10°%
Na 6.02214076:10%
To 273.15

G 6.67430-10°!!

Grossen, Bezeichnungen, Einheiten:

ms!

As
AsV'im!
Ves-A-lm !

Js
JK!

mol™!

N-m*kg?

Zeichen Einheit Name SI-Einheiten
elektrischer Strom I A Ampere [Grundeinheit]
elektrische Ladung Q C Coulomb C=As
elektrischer Widerstand R Q Ohm Q=V-A'l
Kapazitit C F Farad F=AsV!
Induktivitét L H Henry H=V-sAl
Magnetische Induktion B T Tesla T=V-sm?
H-Feld H Am!

Allgemeine Hinweise:

Experimente:

Demonstrationsexperimente, die in der Vorlesung gezeigt werden, sind in solchen Késten kurz beschrieben.

wichtige Formeln sind eingerahmt
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2. ELEKTROSTATIK
2.1  Die elektrische Ladung

Nach Reiben von verschiedenen Materialien aneinander wird festgestellt, dass diese
Materialien eine Kraft auf andere Korper ausiiben. Somit haben diese Materialien bei gleich
bleibender Temperatur und Volumen ihre Eigenschaften verdndert. Man nennt diese neue
Eigenschaft elektrische Ladung.

Reibungselektrizitit:

Durch Reiben zweier unterschiedlicher, isolierender Materialen (PVC-Stab/Katzenfell oder Glas-Stab/Seide)
wird eine neue Eigenschaft dieser Materialien sichtbar, deren Vorhandensein sich als Kraftwirkung an einem
Elektroskop dussert. Diese Grosse wird Ladung genannt und erscheint in zwei Formen, die sich durch die

Richtung der Kraft unterscheiden.

G.C. Lichtenberg hat ihnen willkiirlich die Namen positive Ladung und negative Ladung
gegeben, mit der Definition:

¢ FEin Kunstharzstab (oder Bernstein) mit Fell gerieben, lddt sich negativ auf;
¢ FEin Glasstab mit Leder oder Seide gerieben, ladt sich positiv auf.

Ladungsanzeige auf dem Elektrometer:

Das Elektrometer besteht aus einem Metallstab, an dem drehbar und leitend eine Metallnadel befestigt ist.
Ladungen auf dem Stab verteilen sich auf Stab und Nadel und erzeugen eine Auslenkung der Nadel, da sich die
Ladungen bevorzugt zu den Spitzen hin verschieben. Somit wird eine abstossende Kraft zwischen Nadelenden

und Stab erzeugt. Die Auslenkung ist proportional zur Ladung.

Ladungen lassen sich trennen und rekombinieren. Werden die Vorzeichen beriicksichtigt, so
ist die Summe der elektrischen Ladungen in einem abgeschlossenen System konstant. Das ist
die Erhaltung der elektrischen Ladung.

Die Einheit der el. Ladung im SI-System ist Coulomb [C] oder Amperesekunde [A-s]:
1 Coulomb =1C =1A-s (2.1)
Die Tréger der elektrischen Ladung sind Elementarteilchen, hauptsidchlich Elektronen und

Protonen. Sie tragen je eine Elementarladung entgegengesetzten Vorzeichens. Die wichtigsten
Elementarteilchen im Atom sind:

Masse elektrische Ladung q
Elektron 9.1093837015-103 kg q=-e= —1.602176634:107"° As
Proton 1.67262192369-107%7 kg q= e = +1.602176634107" A-s

Neutron 1.67492749804-107% kg q = 0 (neutral)
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Die meisten in der Natur beobachteten Ladungen sind Vielfache der Elementarladung e. Unter

speziellen Bedingungen kdnnen sich mehrere Elektronen in einem kollektiven Quanten-
1

zustand zu einem Quasiteilchen mit einer elektrischen Ladung von 5-e vereinen. Die

Ladungen J_r% e und i% -e der Quarks sind nicht als individuelle Ladung beobachtbar.

2.2 Das Coulomb Gesetz

Eine wichtige Eigenschaft von Ladungen ist, dass sich ungleichnamige Ladungen anziehen,
gleichnamige aber abstossen.

Coulombwaage:

Eine Metallkugel ist drehbar an einem Torsionsfaden aufgehédngt; ihre Auslenkung ist proportional zur
wirkenden Kraft und wird durch einen Lichtstrahl angezeigt. Eine zweite Metallkugel befindet sich in grossem
Abstand von der ersten Metallkugel. Auf beide Kugeln wird dieselbe Ladung gebracht. Bei der Annaherung
der beiden Kugeln wird eine Auslenkung beobachtet: die Kugeln stossen sich ab. Die Halbierung des
Abstandes der beiden Kugeln vervierfacht die Auslenkung. Die Verdoppelung der Ladung auf der einen Kugel
verdoppelt die Auslenkung.

Aus diesem Experiment folgt:

o Die Kraft zwischen zwei Punktladungen hat die Richtung ihrer Verbindungslinie
(analog zur Gravitation);

o Die Kraft zwischen zwei Punktladungen Q; und Q, ist proportional sowohl zu Q,
sowie Q,, und somit zum Produkt Q;-Q, (Versuch mit Coulombwaage);

o Die Kraft zwischen zwei Punktladungen Q und Q, ist proportional zu 1/r%, wobei r
der Abstand der beiden Ladungen ist.

Genauere Messungen erlauben es, die Proportionalitidtskonstante zu bestimmen. Das Coulomb
Gesetz lautet dann in SI-Einheiten:

I Q'

4-1t-80 I‘z

.

(2.2)

oul

wobei g, die elektrische Feldkonstante ist: g, = 8.8542- 10712 As
-m
In der Vektorschreibweise lautet das Coulomb Gesetz:
- . T -
B, - — Q& Qe g 2.3)

4-m-gg r122 I




Physik 2 5

H
- F1 2
— M2 7
Fa; 7
- Q2
/ Q Figur 2.1: Kraftwirkung zwischen zwei
1 gleichnamigen Ladungen Q und Q.

Ein Vergleich des Coulomb Gesetzes mit dem Gravitationsgesetz zeigt eine formale

Ahnlichkeit. Beide Krifte sind proportional zu 1/ r? und proportional zum Produkt der
felderzeugenden Grossen (Masse, bzw. Ladung). Die Proportionalitdtskonstante ist aber sehr
verschieden. Eine Berechnung der beiden Kraftbetrige zwischen einem Proton und einem
Elektron ergibt:

- 1.6:1077 A5)® 1 _ 1
‘FCoul = ,)A -—=23-10 28 N-mz._z 2.4)
4.7-8.85.10712 25 1 r

V-m

2
| Fory | =6.67-107"" I\L—H;-Qll-lo*’l kg1.67:10% kg -~

T
¢ (2.5)

=1.01-107% N-mz-i2
T

Die Coulombkraft zwischen Elektron und Proton ist somit fast 39 Grossenordnungen grosser
als die Gravitationskraft. Natiirlich ist es etwas willkiirlich, dass wir gerade ein Elektron und
ein Proton wihlten. Zwischen Proton und Antiproton, wire der Unterschied z.B. drei
Grossenordnungen kleiner. Trotzdem eignet sich das Beispiel, die Kopplungskrifte der beiden
wichtigsten Wechselwirkungen der makroskopischen Physik zu veranschaulichen.

Das Coulomb Gesetz ist additiv, d.h. es ldsst sich auf Krifte zwischen mehr als zwei
Ladungen erweitern:

Figur 2.2: Krifte und Resultierende
auf drei gleichnamige Ladungen.
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Das Coulomb Gesetz formuliert fiir mehrere Punktladungen lautet:

iizk 4-mgy ik (ry)’

Dabei ist Fk die gesamte Coulombkraft, die auf die Ladung Q, wirkt. Folgendes ist zu

beachten: Das Coulomb Gesetz ldsst sich, im Unterschied zum Gravitationsgesetz, nicht ohne
weiteres auf ausgedehnte Kugeln anwenden. Ladungsverschiebungen, bzw. induzierte
Ladungen in Materialien erfordert eine genauere Betrachtung (Beispiel: Spiegelladung).

2.3 Das elektrische Feld

Der Feldbegrift ist zentral in der Physik. In der Elektrostatik wird er exemplarisch eingefiihrt
und seine Bedeutung erldutert.

Wir betrachten eine Ladung Q und eine Probeladung g, wobei Q fix im Raum steht und q sich
in variablem Abstand r von Q befindet. Das Coulomb Gesetz (2.2) erlaubt die Berechnung der

Kraft FCoul , die Q auf die Probeladung q ausiibt (bzw. nach actio = reactio, q auf Q). Hétten
wir q anderswo im Raum placiert, so wiirde wiederum eine Kraft, allerdings nun mit anderer
Richtung und Betrag, auf q wirken. Uberall im Raum wirkt also eine Kraft F.,(f) auf die

Probeladung q, die durch die Ladung Q verursacht ist, deren Wirkung jedoch erst durch das
Einbringen der Probeladung messbar wird. Betrag und Richtung der Kraft hingen gemiss
(2.2) vom Ort und vom Produkt Q-q ab. Im Raum herrscht also ein Krafifeld, das man

dadurch beschreiben kann, dass man jedem Punkt des Raumes eine vektorielle Grosse
zuordnet. Allgemein wird dies als Vektorfeld bezeichnet.

Durch Division der Coulomb Kraft F(,, durch die Probeladung q erhilt man einen Vektor,

der nur noch von der Lage und der feldverursachenden Ladung Q abhéngt. Diese Grosse
bezeichnet man als elektrisches Feld. Die allgemeine Definition lautet

E(F) = %'FcOul(f) @.7)

Am Ort T hingt E einzig von Q ab: Q erzeugt ein elektrisches Feld. In (2.7) miisste korrekt

lim gebildet werden, da die Probeladung q ebenfalls ein elektrisches Feld erzeugt. Die Mass-
q—0

einheit des elektrischen Feldes ist Kraft pro Ladung bzw. Volt pro Meter:

N N W-s  V-A-s Vv

[E]

B E =A~s m-A-s m-A-s m

Falls sich am Ort T, eine Punktladung Q1 befindet, betrédgt das elektrische Feld am Ort 1 :

E(f) =

. .
¢ne0‘f_ﬁ‘
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Befindet sich die Punktladung Q1 im Ursprung des Koordinatensystems, ergibt sich fiir den
Betrag der elektrischen Feldstérke

E(r) = 4(73_180%2 (2.8)

Da sich Vektoren addieren, addieren sich auch die elektrischen Felder verschiedener
Ladungen. Eine beliebige Verteilung von N elektrischen Punktladungen Qi an den Orten £ im

Raum erzeugt ein resultierendes elektrisches Feld, das gegeben ist durch

=
'-tl

‘ . (2.9)

_ 13
r—ri

é N
E(F) Z

47580‘

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung im Raum, die durch die Ladungsdichte p(r) in

einem Volumen V beschrieben ist, gilt schliesslich
E(f) = I f P (T —— | mkd | —dV' (dV" = Volumenelement)  (2.10)
U -7

wobei Q= J P (T')-dV' die gesamte im Volumen V eingeschlossene Ladung ist.
\%

Zur Darstellung elektrischer Felder werden elektrische Feldlinien verwendet. Es sind Kurven,
deren Tangenten in jedem Punkt des Raumes mit der lokalen Richtung des elektrischen
Feldes iibereinstimmen. Die Dichte der Feldlinien an einem Ort ist proportional zum Betrag
der Feldstdrke am entsprechenden Ort. Feldlinien beginnen bei positiven und enden bei
negativen elektrischen Ladungen. Positive (negative) Ladungen werden deshalb auch als
Quellen (Senken) des elektrischen Feldes bezeichnet. In der Elektrostatik gibt es keine
geschlossenen Feldlinien, d.h. das Feld ist wirbelfrei.

Elektrische Feldlinien 1:

An einer kleinen Metallplatte ist ein Biindel Papierstreifen befestigt. Wird durch die Influenzmaschine Ladung
auf die Platte gebracht, so erzeugt diese ein elektrisches Feld. Die Papierstreifen richten sich aufgrund der
induzierten Polarisation (siehe spéter) entlang den Feldlinien aus (Monopolfeld). Auf eine zweite Platte wird

die gleiche bzw. entgegengesetzte Ladung gebracht: die elektrischen Felder iiberlagern sich.
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Beispiele:

a) \ b)

Figur 2.3: Feldlinien fiir eine positive Punktladung (a), zwischen zwei gleichen positiven Punktladungen (b),
und zwischen einer positiven und einer negativen Punktladung gleichen Betrags (c).

Elektrische Feldlinien 2:
Eine Person steht auf einem isolierten Podest und ist in Kontakt mit einem Van-de-Graaff-Generator, durch den
Ladungen an die Extremitdten transportiert werden. Die Ladungen erzeugen ein elektrisches Feld. Haare

richten sich entlang den Feldlinien aus.

Elektrische Feldlinien 3:
Elektrische Felder werden im Raum zwischen Metallformen, auf denen sich Ladungen befinden, erzeugt.
Langliche Kunstfasern, die auf eine Glasplatte gestreut werden, richten sich durch induzierte Polarisation (siehe

spéter) parallel zu den elektrischen Feldlinien aus. Feldlinien stehen senkrecht auf leitenden Flachen.

2.4 Der Satz von Gauss

Richtung und Dichte der elektrischen Feldlinien beschreiben vollstindig das elektrische Feld.
Eine wichtige Rechengrosse eines Vektorfeldes ist der Feldfluss. Man kann sich vorstellen,
dass elektrische Feldlinien von positiven Ladungen (Quellen) zu negativen Ladungen
(Senken) "fliessen" (Fig. 2.3). Der Feldfluss gibt im wesentlichen an, wie viele Feldlinien eine
vorgegebene Flache durchstossen.

Der elektrische Feldfluss @y durch die Flache A ist wie folgt definiert:

®; = [E-dA (2.11)
A

Die Fliache A kann offen sein oder ein Volumen umfassen, d.h. geschlossen sein. Im
Gegensatz zum elektrischen Feld, das lokale Information enthilt, ist der Fluss immer eine
Grosse, die ein endliches Gebiet charakterisiert — es wird ja liber die Flidche A integriert.
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Fiir ein infinitesimales Flachenelement dA gilt:
dop = E-dA = ‘ E H dA ‘-COSOL . (mit Zwischenwinkel o) (2.12)

Das Flachenelement ist ein Vektor, dessen Betrag die Grosse der Flache ist und dessen
Richtung senkrecht zur Fldache (= Normalenvektor) zeigt. Bei der Berechnung des Flusses
muss die Richtung, mit welcher die Feldlinien die infinitesimale Fldche durchstossen,
berticksichtigt werden. Fliessen die Feldlinien entlang dem Flachenelement (also Feldlinien
senkrecht zum Normalenvektor, d.h. a =90°), so "fliesst" nichts durch, also d®g =0.

Bevor auf den Satz von Gauss eingegangen wird, sollen zwei anschauliche und qualitative
Uberlegungen zum Feldfluss erfolgen:

e Da alle elektrischen Feldlinien ihren Ursprung in einer positiven Ladung haben und in
einer negativen enden, ist der Fluss durch eine Fldche, welche eine Punktladung voll-
standig umbhiillt, konstant und unabhingig von der Grosse und Form der Umhiillung.
Solange die eingeschlossene Ladung konstant bleibt, stossen immer gleich viele Feld-
linien durch die Umhiillung.

e Der elektrische Fluss, der aus einer beliebigen ein Volumen umschliessenden Flache
hervorquillt, muss demnach proportional zur eingeschlossenen Ladung sein.

e Der elektrische Fluss durch eine beliebige in sich geschlossene Flache ist null, falls die
Flache keine Ladung umschliesst, oder die resultierende Ladung 0 ist. Die Anzahl der
eintretenden und austretenden elektrischen Feldlinien ist dann gleich.

Fiir die formale Behandlung wéhlen wir zundchst eine Punktladung Q im Ursprung. Das
elektrische Feld im Abstand r, sowie der elektrische Feldfluss durch eine Kugelflache A, in
deren Zentrum die Ladung Q ist, sind gegeben durch:

BF) = — 2 = (2.13)
4‘7['80 r
Op =t [SdA= S faa D2 e
"T-g AT ‘€ 1 Oberflache g0 T %0
der Kugel

Der Fluss hédngt also, wie vermutet, einzig von der eingeschlossenen Ladung ab, und ist
proportional zu dieser! Ladungen ausserhalb der Kugel, die ebenfalls zum elektrischen Feld
beitragen, sind fiir den Fluss nicht relevant (Punkt 3 oben).

Gleichung (2.13) lésst sich nun auf mehrere Ladungen, auf beliebige Ladungsverteilungen
und auf beliebige geschlossene Flachen verallgemeinern. Es gilt dann der physikalische
Satz von Gauss:

®g(durchA) = [E-dA = — 3 Q (2.15)
A
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Das ist die 1. Maxwell Gleichung in integraler Form fiir das Vakuum (1.5).

Den Ubergang von der integralen Form (2.15) zur lokalen Form illustrieren wir anhand der
Betrachtung des elektrischen Feldflusses durch eine geschlossene Fldche A. Da die Form der
geschlossenen Fldche irrelevant ist, wihlen wir einen Wiirfel, der vom Ursprung eines
Koordinatensystems bis zum Punkt (x1, y1, z1) aufgespannt wird (Fig. 2.4). Aus (2.15) folgt:

Si. > Q=0 =[[ E-dA = [[ dy-dz-E,(x,y,2)—[[ dy-dz-E(0,y,2)
0 inA E—

+” dx-dZ-Ey(x,yl,z)—_U dx-dz-E, (x,0,z)
+If dx-dy-EZ(x,y,Zl)—H dx-dy-E,(x,y,0)

= [[ dy-dz-(E,(x1,y,2) B, (0,y,2) )+ [[ dx-dz-(E(x,y;,2) ~E,(x,0,2) ) +...

7x1 aEX vl aEy
_l dx p = i‘ dyE
OE _
:m'dx.dy.dz.(aEX+ y+aEZ):jjj dx-dy-dz-divE
ox oy Oz
z4 Auch die eingeschlossene Ladung kann als Volumen-
= integral ausgedriickt werden, indem man die Ladungs-
2, dichte verwendet:
|
E, ZQ:IJI dx-dy-dz-p,
- > inA
Ex / Y, y und somit
»
X4
x dx-dy-dz-Pe = [[[ dx-dy-dz-div E
f ox-ay-az- 22— [ -y

Figur 2.4: Wiirfel im elektrischen Feld

Die Wahl des Wiirfels ist beliebig. Somit muss die Gleichheit auch fiir die Integranden gelten:

divE = i-pel (2.16)

€p

Dies entspricht der 1. Maxwell Gleichung in differentieller Form fiir das Vakuum, die bereits
in (1.1) vorgestellt wurde. Positive Ladungsdichte erzeugt ein divergierendes elektrisches
Feld (Feldlinien divergieren, Fig. 2.3a).

Der mathematische Satz von Gauss fiir ein beliebiges Vektorfeld p ergibt sich aus den
beiden unterstrichenen Teilen in der obigen Herleitung (0V = Oberfldche von V):

[ p-dA=[divp-dV .
ov v
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2.5  Elektrische Felder einfacher Anordnungen
2.5.1 Elektrisches Feld einer geladenen Fliche

Eine ebene, unendlich ausgedehnte Flache trage die Flachen-Ladungsdichte 6, = Q/A.
Wie gross ist die elektrische Feldstérke auf der Fliache?

) 1

1
1
[
T geladene
L}
|
|

Flache

Figur 2.5: Elektrisch positiv geladene Fliache und
zugehoriges elektrisches Feld E. Die Dose (gestrichelt)
mit Deckfldche A schliesst die Ladung Q ein.

Der Satz von Gauss liefert einen Zusammenhang zwischen Ladung und elektrischer Feld-
starke. Wir denken uns eine Dose (gestrichelt in Fig. 2.5), mit welcher wir einen Teil der
Ladung auf der Fliche einschliessen. Die Dose ist so gewéhlt, dass wir die Symmetrie des
Problems ausniitzen. Die Feldlinien fliessen senkrecht durch Grund- und Deckfldche A der
Dose, jedoch nicht durch den Mantel. Somit lautet der Satz von Gauss fiir die Dose:

2~‘E‘-A = g = ﬂ, also

€0 €9

= — (2.17)

2.5.2 Elektrisches Feld eines geladenen geraden Drahts

Ein unendlich langer diinner Draht trage die Linien-Ladungsdichte ¢, = Q/ /. Gesucht ist

das elektrische Feld im Abstand r. Wiederum machen wir vom Satz von Gauss Gebrauch und
wihlen eine dem Problem angepasste geschlossene Fliche. Aus Symmetriegriinden ist
offensichtlich, dass das Feld axialsymmetrisch sein muss. Wir wéhlen als Dose einen Zylinder
der Hohe / entlang des Drahtes. Die eingeschlossene Ladung ist:

Q = E'gel

Der Satz von Gauss iiber die Dose mit Radius r und Mantelfliche 2w -r- ¢ ergibt:

B |2mre = TS also Ly p——
€9 2-m-gyr

Falls ein Draht mit endlichem Radius a betrachtet wird, kann die Ladungsdichte als
Q.

Ladung/Fliache angegeben werden: G, =
2-m-l-a

. Somit ergibt sich

[Em| = 2% (2.18)

80 r
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2.5.3 Elektrisches Feld einer Punktladung nahe einer Leiterplatte (Spiegelladung)

Eine positive Punktladung Q befinde sich im Abstand b einer elektrischen Leiterebene wie in
Fig. 2.6 gezeigt. Durch das elektrische Feld der positiven Ladung werden negative Ladungs-
trager in der Platte angezogen und verschoben. Es entsteht eine induzierte negative Ladungs-
verteilung auf der Platte, deren Gesamtbetrag gleich gross ist wie die felderzeugende positive
Ladung. Diese induzierten Ladungen in der Platte verschieben sich solange, bis die Summe
der auf die Ladungstriger einwirkenden Kréfte Null ist. Dann verschwindet die parallele
Komponente der elektrischen Feldstirke auf der Platte. Das heisst: alle Feldlinien, die von Q
ausgehen, enden senkrecht auf der Leiterebene.

Zur Berechnung des elektrischen Feldes kann man die Metalloberflache durch eine
Spiegelladung —Q im Abstand 2-b ersetzen. Das durch das Ladungspaar entstehende E-Feld

ist rechts der Symmetrieachse identisch mit dem gesuchten Feld. Die Feldlinien stehen
senkrecht auf der Symmetrieachse und erfiillen somit die Bedingung an der Metalloberflédche
an jedem Ort. Damit ist der Feldverlauf auf der rechten Seite des Leiters analog zu jenem

eines Dipols, bei dem die negative Ladung im Abstand 2-b von der positiven entfernt wére
(Begrift der Spiegelladung).

Figur 2.6: Elektrisches Feld einer positiven Ladung
Q im Abstand b zu einem leitenden Halbraum
(grau). Die positive Ladung induziert eine negative
Flachenladungsdichte auf der Metalloberflidche. Das
resultierende elektrische Feld ist identisch zu einem
Feld, das durch die Ladung Q und die
Spiegelladung —Q erzeugt wird.

Es soll nun mit der Methode der Spiegelladung das elektrische Feld und die induzierte
Ladungsverteilung auf der Metalloberflache berechnet werden. Unter Verwendung der
Methode der Spiegelladung erhalten wir:

=l

B = —2 ( r-b o r+ |3j, (2.19)

4mgg \ | T-b |3 | T+

wobei b vom Ursprung auf die Ladung +Q zeigt. Mit dem Satz von Gauss kann man auch die
Verteilung der induzierten elektrischen Ladungsdichte auf der Metalloberfldche berechnen :

_Q. b

Gel(Y) =
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Warum funktioniert die Methode der Spiegelladung? Anstatt den leitenden Halbraum
betrachten wir eine ungeladene Metallplatte der Dicke d. Die Ladung +Q bei x = b induziert

eine negative Oberfldchenladungsdichte o (y) bei x =0. Bei x =—d tritt entsprechend
-G, (y) auf. Eine Ladung —Q bei x =—(b+d) wiirde eine identische Ladung —c(y) bei

x =—d induzieren. Mit d — 0, heben sich die Oberflachenladungen auf und {ibrig bleiben
+Q bei b und die Spiegelladung —Q bei —b, sowie das entsprechende elektrische Dipolfeld.

Challenge: Die Ladung Q in b (Fig. 2.6) habe die Masse m und sei zunichst in Ruhe. Es wirkt
die Kraft F, die die Masse m Richtung Platte beschleunigt. Berechnen Sie die Flugdauer, bis
die Ladung auf der Platte aufschlagt.

2.5.4 Elektrisches Feld im Innern einer leitenden, geschlossenen Fliche (Faradaykifig)

Geladene Kugel in geschlossenem Metallkessel:

Eine isoliert aufgehéngte, positiv geladene Kugel, die mit einem Elektrometer verbunden ist, befindet sich im
Innern eines geschlossenen Leiters. Durch Influenz sammeln sich auf der Innenseite des leitenden Kessels
ebenso viel negative, auf der Aussenseite ebensoviel positive Ladung, wie auf der Kugel ist. Nun wird die
geladene Kugel mit dem leitenden Kessel in Berithrung gebracht. Das Elektrometer zeigt an, dass keine
Ladung mehr auf der Kugel ist, da die positive Ladung der Kugel die induzierte negative Ladung auf der
Innenseite des Kessels neutralisiert hat. Ubrig bleibt die urspriinglich induzierte positive Ladung auf der

Aussenseite.

Eine geladene Kugel wird in einen metallenen Kessel mit Deckel eingeschlossen (Fig. 2.7).
Nach dem Kontakt der geladenen Kugel mit dem Kessel bleibt die induzierte positive Ladung
an der Aussenwand iibrig. Man sagt (unprézise), die Ladung sei von der Kugel an die Aussen-
wand abgeflossen. Im Innern der geschlossenen Flidche verschwindet nun das elektrische Feld,
da sich keine Ladungen mehr im Innern befinden.

Figur 2.7: (a) Eine in einem Metallgefdss frei hdngende, positiv geladene Kugel erzeugt an der
inneren Oberfliche eine negative Influenzladung. (b) Nach Beriihrung neutralisiert sich die positive
Ladung der Kugel mit der negativen Influenzladung. Ubrig bleibt die positive Influenzladung aussen.
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Diese Beobachtung kann man mit dem Coulomb Gesetz verstehen. Da sich die Ladungstriger
voneinander abstossen, verschieben sie sich solange im leitenden Kdrper, bis die resultierende
Kraft minimal ist. Auf einem geladenen leitenden Korper sammeln sich die Ladungstrager
also auf der dusseren Oberfliche an.

Diese einfache Beobachtung ist der Ausgangspunkt fiir wichtige technische Anwendungen.

Ladungsloffel:

Ein fast geschlossenes Metallgefass ist an ein Elektrometer angeschlossen. Eine isolierte Kugel wird nun
geladen, indem sie auf ein Potential von 10 kV gebracht wird. Die Ladung kann auf das Metallgefdss nur dann
iibertragen werden, wenn die Kugel mit dem Gefass an seiner Innenseite in Kontakt gebracht wird und so die
Ladung "abfliesst". Beriihrt man an der dusseren Oberfldche, kann keine Ladung tibertragen werden, da sich

dort bereits gleichnamige Ladung befindet.

Van-de-Graaff-Generator:

Der Van-de-Graaff-Generator beruht auf dem Prinzip des Ladungsloffels. Auf einen Gummiband (Isolator)
wird durch Reibung Ladung aufgebracht und in das Innere einer leitenden Hohlkugel transportiert. Dort
"fliesst" die Ladung durch einen Kontakt auf die Innenseite der Hohlkugel ab. So kdnnen sehr hohe

Spannungen von einigen 10°V erzeugt werden.

Eine geschlossene Leiterflache schirmt also ein dusseres elektrisches Feld ab, das heisst der
Raum innerhalb der geschlossenen Fliche ist feldfrei. Der Beweis kann mit dem Satz von
Gauss erbracht werden: da im inneren keine Ladung vorhanden ist, verschwindet der
elektrische Feldfluss fiir jede beliebige geschlossene Flache innerhalb der Leiterflache. Also

gilt dort E=0.

Faradaykiifig:
Ein Kéfig aus Metallgitter schirmt in sehr guter Naherung dussere elektrische Felder ab (siche Fig. 2.7b). Der
Kaifig wird auf ein hohes Potential gebracht. Dies wird durch an den Flachen befestigte Papierstreifen sichtbar

gemacht, die sich senkrecht zu den Aussenflachen richten, im Innern jedoch nicht ausgerichtet sind.

Das Prinzip der Anordnung in Fig. 2.7a kann zum experimentellen Nachweis der Giiltigkeit
des Gesetzes von Coulomb, und somit von Satz von Gauss, verwendet werden. Eine leitende
Kugel wird in eine dussere Kugel eingeschlossen und iiber ein sehr empfindliches Ampere-
meter mit der Innenseite der dusseren Kugel verbunden. Nun wird die dussere Kugel geladen
und entladen. Falls das Coulomb Gesetz gilt, so fliesst zu keinem Zeitpunkt ein Strom
zwischen der dusseren zur inneren Kugel. Nach heutiger Erkenntnis weicht der Exponent in
der r-Abhingigkeit im Coulomb Gesetz nicht mehr als 6:107'7 vom Wert 2 ab.




Physik 2 15

2.6 Das elektrostatische Potential

Falls eine elektrische Ladung in einem elektrischen Feld verschoben wird, muss mechanische
Arbeit verrichtet werden, oder es wird Arbeit gewonnen. Somit kénnen wir die Arbeit

berechnen, um eine Probeladung q im elektrischen Feld E von A nach B zu verschieben:

Bﬁ B _ B_»
Wa,g = —[F(s)-d§ = —[q-E(s)-dS§ = —q-[E(s)-ds
A A A

Als einfachsten Fall betrachten wir das elektrische Feld einer Punktladung (Fig. 2.8). Der
Integrationsweg kann in einen radialen und einen azimutalen Teil zerlegt werden. Dies gilt
auch infinitesimal. Wir gehen nun von A nach B entweder via C oder via D. Dabei gilt:

WaLs=WaLp+Wp 5 =Wa_p ,
WA—)B = WA—>C + WC—)B = WC—)B .

Die Arbeit auf den azimutalen Wegstrecken DB und AC ist null, da dort E L ds . Der Betrag

der elektrischen Feldstirke E héngt nur vom Abstand von der Punktladung ab. Daher gilt
Wa_p = Wc_,g - Somit folgt unmittelbar W,_,5 = W, _,5, das heisst, dass die Arbeit im

elektrischen Feld unabhiingig vom gewdihlten Weg ist. Kraftfelder, die diese Bedingung
erfiillen, sind konservative Kraftfelder. Da aufgrund der Integrationsregeln W, .5 =—Wpg_, 4

gilt, folgt
Wasc+Wess+Wep +Wposa =—q- I E-ds=0 .
ACBDA

Die Arbeit, eine Ladung im elektrischen Feld auf einem in sich geschlossenen Weg zu
verschieben, ist Null. Das elektrische Feld ist somit ein konservatives Krafifeld. Eine
dquivalente Aussage ist, dass das elektrische Feld wirbelfrei ist, d.h. es gibt keine
geschlossenen elektrische Feldlinien in der Elektrostatik, sondern sie gehen von positiven
Ladungen aus und miinden in negativen Ladungen.

Y

Figur 2.8: Eine Probeladung wird im E-Feld,
das durch die positive Ladung verursacht
wird, auf verschiedenen Wegen von A nach
Y B verschoben.
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Die Arbeit ist proportional zur verschobenen Ladung und nur abhingig von den gewihlten
Anfangs- und Endpunkten des Wegs, jedoch unabhidngig vom Weg. Eine entsprechende
Grosse, die nur noch vom elektrischen Feld abhéngt, erhdlt man durch Division durch q.
Diese Grosse wird elektrostatisches Potential genannt. Es ist wie folgt definiert:

Das elektrostatische Potential ©(T) in irgend einem Punkt T in Bezug auf einen

willkiirlichen, aber fest gewdhlten Referenzpunkt, ist der Quotient aus der Arbeit W, die
gegen die elektrische Feldkraft aufgewendet werden muss, um eine Probeladung q vom
Referenzpunkt an die Stelle t zu bringen, und der Ladung q.

In Formeln lautet die Definition des elektrostatischen Potentials:

W Ref sz [ o
oF) = 2=t _lj E-ds = - [ E-d8 (2.20)
q

q Ref

-
&

Die Potentialdifferenz zwischen zwei bestimmten Orten 1; und T, nennt man Spannung:

U(f),1,) = o(f,) - of)) (2.21)

Die Arbeit, um die Ladung q von T, nach r, zu verschieben, betrégt:

W(r,,1,) = CI‘( o(ry) - (P(fl)) = q-U(f},15)

Die Spannung U(1,5,) héngt nicht von der Wahl des Referenzpunkts ab.

Die Einheit des Potentials und der elektrischen Spannung ist Volt: [U]=V =

> | =

I
C

+1 —
Das Symbol der elektrischen Spannungsquelle im Leiterkreis ist: —| I—

Das Potential hat gegeniiber dem elektrischen Feld verschiedene Vorteile:

e das elektrische Potential ist ein skalares Feld, d.h. an einem beliebigen Punkt des
Raumes ist das Potential durch einen Wert bestimmt, und kann deshalb einfach
graphisch dargestellt werden,

e das elektrische Potential erlaubt die Berechnung der Arbeit bei der Verschiebung von
Ladungen auf einfachste Weise,
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e das elektrische Feld lésst sich durch Gradientbildung aus der Potentialverteilung
berechnen (V ist der Gradient Operator):

E(f) =—grad (f) = -V ¢(F) = — [Z—i’, %‘P, Z—‘Z"J , (2.22)

e im ladungsfreien Raum erfiillt das Potential ¢(1) aufgrund von (1.1) die Laplace-
Gleichung:

Ao = V2o — d I N
o(t) =V7o(r) =div grad o(1) = 8x2+6‘y2+62 o=0 . (2.23)
Z

A, bzw.V? ist der Laplace Operator. Es werden beide Schreibweisen verwendet.

Durch das elektrostatische Potential kann auch die potentielle Energie einer elektrischen
Ladung q an der Stelle T definiert werden:

Epot(q,1) = q-¢(F) (2.24)

Somit schliessen wir, dass positive Ladungen bei der Verschiebung von Orten hohen
Potentials zu Orten niedrigen Potentials potentielle Energie abgeben. Salopp gesagt:

Positive Ladungen bewegen sich vom hohen zum tiefen elektrostatischen Potential,
negative Ladungen bewegen sich vom tiefen zum hohen elektrostatischen Potential.

a) Potential einer Punktladung:

Wir berechnen nun das Potential einer Punktladung Q, die sich im Ursprung des Koordinaten-
systems befindet, als Funktion des Abstandes r. Es gilt:

T T
‘E‘ Q iz , also  o(r)=— IE-d§=— I Q -Lz'ds,
4-m-g) 1 Ref Ref 4" €0 S
wobei der Weg radial gewihlt wurde (alle azimutalen Beitrige verschwinden wegen E L d§).
Als giinstiger Referenzpunkt bietet sich r =0 an, da dort die elektrische Feldstirke der

Punktladung Q verschwindet.

Also folgt:

Q 1 Q 1f Q 1
N = — =.ds = = = - 2.25
o(r) . Isz 4.mgy s |, 4-m-gq T (229

Die graphische Darstellung des elektrostatischen Potentials erfolgt in 3 Dimensionen durch
Flachen, auf denen ¢ konstant ist. Alle geometrischen Orte, wo das elektrostatische Potential

denselben Wert hat, bilden zusammen eine Aquipotentialflciche. Die Verschiebung einer
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Ladung auf einer Potentialfliche erfordert keine Arbeit. Daraus folgt auch, dass die Feldlinien
des elektrischen Feldes immer senkrecht zu den Aquipotentialflichen stehen (E-ds =0, mit
ds parallel zur Potentialfliche, und somit dW = 0). Aquivalente Aussage: E =-V.

Im Falle von (2.25) sind die Aquipotentialflichen konzentrische Kugelfléichen.

Ein enger Abstand benachbarter Potentialfldchen entspricht einer hohen elektrischen
Feldstirke (E = =V ), ein weiter Abstand einer niedrigen Feldstirke. Die Oberfliche eines

elektrischen Leiters ist in der Elektrostatik eine Aquipotentialfliche. Feldlinien stehen somit
senkrecht auf ideal leitenden Flachen.

b) Potential eines geladenen geraden Drahts endlicher Dicke:

ds__a0q | T (2.26)

T r r
Mit (2.18):  ¢@(r)=— [ E-ds=- | E.dsz.NEJZi.IS : .
0

Ref Ref € 3

a  Radius des Drahtes
6, Oberflichenladungsdichte

r  Abstand vom Mittelpunkt des Drahtquerschnitts

el

Referenzpunkt fiir das Potential ist die Drahtoberfldche ¢(a) =0 .

¢) Potential einer Ladung im Abstand b einer leitenden Platte:

Mit (2.25):  o(T) = !
4.7- 80

'(| ? - )

=+ =
f-b| | T+b |

Q Ladung
b Ortsvektor der Position der Ladung Q

Hier wurde wiederum die Methode der Spiegelladung verwendet (siche Fig. 2.6). Der
Referenzpunkt fiir das Potential ist der Lotpunkt der Ladung auf der Platte ¢(t =0)=0.

d) Potential in der Ndihe eines geladenen Gitters:

Eine interessante Anwendung ist der Faraday-Kéfig, der aus einem wiirfelférmigen Gitter
gebildet wird. Wir betrachten eine Gitterflache, die aus unendlich langen Drihten besteht, die
mit identischer Oberfldchenladung (d.h. alle auf demselben Potential), je im Abstand a auf der
x-Achse aufgereiht sind und parallel zur z-Achse stehen. Die Drihte befinden sich an den
Stellen (x,y)=(k-a,0) mit k € Z . Dieses Gitter bildet eine Deckfliche des Faraday-Kaéfigs.

Wir bestimmen nun das elektrostatische Potential ¢(x,y), das die elektrischen Ladungen des
Gitters im Raum verursachen. Da sonst keine Ladungen im Raum sind, gilt nach (2.23)
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Vch(x, y) =0. Mit Hilfe der Separation der Variablen kénnen wir einen allgemeinen

Losungsansatz fiir die Laplace Gleichung probieren, wobei dieser aus Symmetriegriinden in
der x-Richtung die Periodizitit des Gitters aufweisen muss:

o(x,y)=c+Ey-y+> a(y)-cos 2 x |
k=1

mit ¢ und E, beliebig und konstant, und a, (y) sind noch zu bestimmende Koeffizienten-
funktionen. Das Potential ¢(x,y) muss die Laplace Gleichung iiberall im Raum erfiillen:

) 2~
Vio(x,y) =Y. a5 () (@) ).cos 2 x =0
o0y =2 | AW 2 x=0 .

Da dies insbesondere fiir alle x gilt, muss der Ausdruck in der grossen Klammer fiir jedes k
verschwinden. Damit die Losung in y > 0 beschréinkt bleibt, miissen alle Koeffizienten a, (y)

in positiver y-Richtung exponentiell abklingen:

e—(2nk/a)~y :

a(y)=ay - y>0 .

Das Potential ¢(x,y) ist also nur in der Ndhe des Gitters "kompliziert". Unmittelbar beim
einzelnen Draht ist das Potential durch (2.26) gegeben. Die Koeffizienten a; sind durch die

Oberflichenladung, bzw. das Potential auf dem einzelnen Draht bestimmt. Das ist aber eine
lange Rechnung, die hier nicht durchgefiihrt wird. Entfernt vom Gitter, im Abstand von
einigen a/2mnk , ist das Potential von der einfachen Form ¢(x,y)=c+E -y . Das elektrische

Feld E ist somit
E=-Vo=(0,-E,,0) .

Weit weg vom Gitter ist das elektrische Feld also konstant. Wir stellen nun, parallel zum
ersten Gitter, ein zweites Gitter mit derselben Oberfldchenladung bei y = b >> a hin. Das
Potential kann nun im Bereich 0 <y <b durch Superposition wie folgt geschrieben werden:

—nb/a )k . 21tk

(ptot(XaY):(P(XaY)+(P(Xab_Y):(P0+2'Zak'(e COST

k=1

27k b
x-cosh==(y—-7) ,

mit der Konstanten ¢,. Alle Summanden klingen schnell mit Potenzen von ¢ ™/ ab. Je

grosser der Faraday-Kéfig und je néher die Dréhte beieinander stehen, desto grosser ist b/a
und desto besser ist die Naherung ¢, (X,y) = ¢, im Raum zwischen den beiden Gittern. Das

elektrische Feld ist deshalb dort in sehr guter Ndherung

E=-Vo, ~ -V, =(0,0,0) .
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2.7  Kondensatoren, Kapazit:it

2.7.1 Die Kapazitit

Tragen zwei Metallkugeln, die leitend miteinander verbunden sind, dieselbe Ladung? Wir
haben bereits bei der Metallplatte in der Ndhe einer Punktladung gesehen, dass wegen der

Influenz die Ladungsverteilung auf einer Aquipotentialfliche ortsabhingig sein kann.

Eine Kugel mit Radius 1, trage die Ladung Q, . Das Potential auf der Kugeloberfldche
beziiglich einem unendlich weit entfernten Referenzpunkt betragt:

e Q 1 Q
) = —| Eds = - | 5ds = ——m— 2.27
o) OJ; 4-m-¢gg f s? 4-m-gg-1; @27)

Zwei leitend verbundene Kugeln mit unterschiedlichem Radius und Ladung bilden eine
einzige Potentialfldche. Dies ist dann erfiillt, falls Q/r; =Q, /1, . Grossere Kugeln tragen

bei gleichem Potential also mehr Ladung. Man sagt, sie haben eine grossere Kapazitdit.

Die Proportionalitdtskonstante zwischen Ladung und Potentialdifferenz U nennt man
Kapazitit:

Q = CuU (2.28)

Die Einheit der Kapazitit ist ein Farad [C]=C-V ' =F=A-s-V!

Eine isolierte Kugel mit Radius r hat somit gegeniiber dem Unendlichen eine Kapazitit von:
C=4-m-gyr (2.29)
Es ist bemerkenswert, dass die Kapazitit eine rein geometrische Grosse ist.

Grossere Kapazititen erreicht man, indem zwei Leiter in einen geringen Abstand voneinander
gebracht und unterschiedlich aufgeladen werden. Eine solche Anordnung wird Kondensator
genannt. Der einfachste Kondensator ist ein Plattenkondensator, der aus zwei parallelen
Leiterplatten besteht.

Das Symbol des Kondensators im Leiterkreis ist: I I
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a) Der Plattenkondensator

Gegeben sind zwei parallele Leiterplatten der Flache A im Abstand d voneinander mit

d< A", wicin Fig. 2.9 dargestellt. Um die Kapazitét dieser Anordnung zu berechnen,
miissen wir die Ladung auf den Platten, sowie die Spannung zwischen den Platten kennen.
Wir nehmen an, die Ladung auf der Platte sei Q, und wir vernachlissigen Randeffekte.

A Q

my

Figur 2.9: Kondensator (Plattenfliche A
im Abstand d) mit Ladung Q und Linien
Y V.V V V V'V des elektrischen Feldes E. Im Innern der
Platten ist das elektrische Feld nahezu
—Q homogen.

P

Anwendung des Satzes von Gauss (Dosenmethode) ergibt die elektrische Feldstirke

‘E‘:%% - (2.30)

Die elektrische Feldstérke ist konstant im Raum zwischen den Platten. Das ist eine Niherung,
denn an den Plattenenden ist das Feld inhomogen.
Die Potentialdifferenz zwischen den Platten ist nach (2.18) und (2.19) gegeben durch

oben unten _ unten _
U = p(obere Platte) — @(untere Platte) = — _[ E-ds—| - j E-ds |= j E-ds=E-d .

Ref Ref oben

Somit erhalten wir fiir die Kapazitit des Plattenkondensators

c = Q _ &A (2.31)
U d

wiederum eine rein geometrische Grosse.

Plattenkondensator:

Zwei Messingplatten werden in geringem Abstand gegeniiber einander aufgestellt, und eine Ladung wird auf
eine Platte gebracht. Die Spannung zwischen den beiden Platten reduziert sich bei konstanter Ladung, falls der
Abstand verkleinert wird. Die Platten kdnnen bei kleinerem Abstand dieselbe Ladung bei kleinerer Spannung

"halten". Somit haben sie bei kleinerem Abstand eine grossere Kapazitét.
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b) Der Kugelkondensator

Gegeben sind zwei konzentrische, leitende Hohlkugeln mit r, > r;. Durch Anwendung des

Satz von Gauss im Zwischenraum der konzentrischen Kugeln, und Integration des
elektrischen Feldes zur Berechnung der Spannung, kann man zeigen, dass

U(ry,ry) = Q (L—L] - L 7h

475'80 r1~r2

47['80 1‘1 r2
-1

C = Q _ 4pg, D2 (2.32)
U rz—rl

Falls nur eine Kugel vorhanden ist, geht r, — o und wir erhalten aus (2.32) C = 4-m-g,-1;

in Ubereinstimmung mit (2.29).

¢) Der Zylinderkondensator

Zwei leitende Zylinderflichen der Lange L sind konzentrisch ineinander gestellt. Der innere
Zylinder habe den Radius 1, der dussere r,. Anwendung des Satzes von Gauss im Zwischen-

raum ergibt die elektrische Feldstidrke. Daraus erhélt man durch Integration die Potential-
differenz und somit die Kapazitdt eines Zylinderkondensators:

C Q 27['80'#
U In(ry /1y)

2.7.2 Schaltungen von Kondensatoren
a) Parallelschaltung

Bei der Parallelschaltung liegen zwei Kondensatoren an derselben Spannung. Die Ladungen
an den beiden Polen der zwei Kondensatoren addieren sich:

o U e Q=C-U
| [
[ Q,=C,-U
| |
e, Q+Q, =(C, + C,)-U=C-U
Parallelschaltung von zwei Kondensatoren: C = C+C, (2.33)

Bei der Parallelschaltung addieren sich die Kapazititen zur Ersatzkapazitit.




Physik 2 23

b) Serieschaltung

Da zwischen zwei in Serie geschalteten Kondensatoren keine Ladung gebracht werden kann,
gilt —Q; +Q, =0. Die Spannungen iiber den Kondensatoren addieren sich:

o U e Q1:Q2 =Q
|| | | U =2 U, =2
| || C, C,
C, C,

Serieschaltung von zwei Kondensatoren: - = —+— (2.34)

Bei der Serieschaltung addieren sich die reziproken Werte der Kapazititen zur reziproken
Ersatzkapazitit.

¢) Kombinationen von Parallel- und Serieschaltungen (Beispiele)

Schaltung: Ersatzschaltung:
u u
| 1< e
| I
AL I
C, C; )
C,-C C,-C
C=—2-3 C=C+C'=C+-2-3
C,+C4 C,+C4
Schaltung: Ersatzschaltung:
e U e U e
| |C2J
| a3 || [
[ [ I
C, [ C, C'
Cs

-1 ,
C'=C,+C, co| L ] G C _G(GC+C)
c, C C,+C" C;+C,+Cq
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2.7.3 Im elektrischen Feld gespeicherte Energie

Entladung von Kondensatoren:
An einen Kondensator (3.3 F) wird eine Spannung (5.5 V) angelegt. Danach werden die Pole des Kondensators

iiber eine Glithbirne verbunden. Die Birne leuchtet mit monoton abnehmender Intensitét fiir einige Sekunden.

Entladung von Kondensatoren:
Ein Kondensator mit C = 2 uF wird mit U =3200 V aufgeladen. Danach werden die Pole im Gas-Strahl eines

Bunsenbrenners in Kontakt gebracht. Der Funke, der bei diesem Kurzschluss entsteht, entziindet eine Flamme.

Aus diesen Versuchen schliessen wir, dass der Kondensator Energie speichern kann.

a) Die im geladenen Kondensator gespeicherte Energie:

Die Arbeit, um eine kleine Ladung AQ von der einen Platte des Kondensators durch das E-
Feld auf die andere Platte zu verschieben (Plattenabstand d), ist gegeben durch:

AW :(E-AQ)-d:U-AQ:%-AQ
und infinitesimal
aw = 2.40 (2.35)

o

Die gesamte Arbeit, die benotigt wird, um einen ungeladenen Kondensator auf die Ladung Q
aufzuladen, wird somit durch Integration von (2.35) berechnet:

W = B = ?Q.d@ - e o Lo (2.36)
o C 2-C 2 '

b) Postulat: Diese Energie steckt allgemein im elektrischen Feld

Die Energiedichte im materiefreien Raum zwischen den Platten eines Kondensators ist
demnach:

_ B CU* g-A(Ed) 1
¢ Volumen 2-A-d  d-2-A-d 2

w go-E? (2.37)

Es wird erst am Ende dieser Vorlesung gezeigt, dass dieser Ausdruck nicht nur fiir einen
Plattenkondensator, sondern fiir das Vakuum ganz allgemein stimmt.




Physik 2 25

¢) Kraft auf eine geladene Kondensatorplatte

Die Energie im Kondensator mit Abstand d zwischen den Platten ist gegeben durch:

_Q* Q*d
2:C 2-g5-A

Bei einer kleinen Veridnderung des Abstands der Platten, Ax , verdndert sich die Energie um

2
aw=—L ax
2‘80'A

woflr eine Kraft F entlang dem Weg Ax Arbeit verrichten muss, d.h. AW =F-Ax . Also gilt:

Q> C*U? g A

F= = = U . (2.38)
2-gg-A 2-g5-A 2.d

Die Platten eines Plattenkondensators ziehen sich an. Die Anziehungskraft F ist proportional
zum Quadrat der Spannung zwischen den Platten.

Thomsonwaage:

Zwei Platten (Durchmesser D = 147 mm) werden in geringem Abstand (d = 10 mm) iibereinander gestellt. Die
obere Platte bildet die eine Schale einer Balkenwaage. In der anderen Schale befindet sich eine Masse. Im
Gleichgewicht muss eine Spannung von 1.102 kV angelegt werden. Auflegen einer zusétzlichen Masse (m = 1 g)
erfordert eine Spannung von 3.756 kV. Damit kann die elektrische Spannung direkt mit einer mechanischen

Grosse in Verbindung gebracht werden und die elektrische Feldkonstate €y bestimmt werden.

2.7.4 Bewegte geladene Teilchen im elektrischen Feld

a) Beschleunigung von Elektronen und Ionen aus der Ruhelage

In einem Potential wirkt auf Elektronen eine Kraft F = —(—¢)- V. Zwischen zwei Punkten

wird die potentielle Energie des Elektrons im elektrischen Feld in kinetische Energie
umgewandelt. Falls die elektrische Ladung Q zu Beginn in Ruhe war, gilt

m 2

%
Eyin B =AE, =Q-U (2.39)

Anwendungen: Elektronenrohre, Rontgenrohre, Massenspektrometer, usw.
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b) Ablenkung bewegter geladener Teilchen

Ein Teilchen (z.B. ein Elektron) mit Ladung Q und Masse m bewege sich in x-Richtung mit
Anfangsgeschwindigkeit v, . Diese wird erreicht durch Beschleunigung in einem Potential

Ug . Es herrsche ein homogenes E-Feld in y-Richtung, das z.B. durch einen Plattenkonden-
sator erzeugt wird, an dem die Spannung U liegt.

Die Bahnkurve des Teilchens kann durch Integration der auftretenden Beschleunigungs-
komponenten bestimmt werden:

x-Komponente y-Komponente
Kraft F, =0 Fy=Q'Ey
Q-E,
Beschleunigung a, =0 ay =
m
Q : Ey
Geschwindigkeit Vi =V Vy = -t
m
1 QE
Ot x(t) = vg -t y(t)=—- Y.
2 m

Die Koordinaten x und y der Ladung Q sind als Funktion der Zeit gegeben, x(t) und y(t).
Durch Elimination der Zeit erhalten wir die Bahnkurve y(x):

E E 2
Q y -X2: Q y -X2: U -X2: X ]

(2.40)

Das Elektron beschreibt eine Parabelbahn, deren Kriimmung durch die Stérke des elektrischen
Feldes (Plattenspannung) und dessen Anfangsgeschwindigkeit durch die Beschleunigungs-
spannung, gegeben ist (2.40). Fiir eine gegebene Strecke x ist die vertikale Auslenkung y des
Elektrons proportional zur elektrischen Feldstdrke, bzw. der Spannung U. Das ist das Prinzip
des Kathodenstrahloszillographen.

Kathodenstrahlrohre:

In einem evakuierten Kolben befindet sich ein Heizdraht, aus dem Elektronen austreten und in einem
elektrischen Feld beschleunigt werden. Die Elektronen treten in das homogene Feld eines Plattenkondensators
ein und werden abgelenkt. Die Flugbahn wird sichtbar gemacht, indem die Elektronen entlang einer mit
fluoreszierendem Material beschichteten Platte fliegen. Da das Kraftfeld konstant ist, sind die Bahnkurven

Parabeln.

Dank der kleinen Masse (9-107*! kg) lassen sich Elektronen fast triigheitsfrei ablenken. Damit
konnen sehr schnell andernde Signale dargestellt werden.

Anwendungen: Braun'sche Rohre, Kathodenstrahloszillograph, Fernsehbildschirm
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2.8  Elektrischer Dipol
2.8.1 Definitionen

In der Natur treten freie Ladungen viel weniger haufig auf als permanente Ladungen oder
induzierte Ladungsverschiebungen in ungeladenen Materialien. Die elementarste Form einer
Ladungsverschiebung wird durch den elektrischen Dipol beschrieben. Er besteht idealisiert
aus zwei Punktladungen mit entgegengesetztem Vorzeichen Q und —Q, die im Abstand a
voneinander entfernt sind. Der Verbindungsvektor a zeigt von der negativen zur positiven
Punktladung.

Anordnung Punktladungen: Darstellung als Vektor:
a
| : _
I I p
-Q +Q
Man definiert den Vektor
p = Q-a (2.41)

und bezeichnet p als elektrisches Dipolmoment.

Achtung: In der Chemie wird meist das umgekehrte Vorzeichen benutzt!

In der Natur kdnnen viele Systeme, von Molekiilen bis TV Antennen, als elektrische Dipole
erklart werden. Aus diesem Grunde wird ihm hier ein separates Kapitel gewidmet.

2.8.2 Potential und elektrisches Feld um einen elektrischen Dipol

Zur Berechnung des Potentials des Dipols am Ort T legen wir den Ursprung der Koordinaten-
systems in die Mitte des Ladungspaares, das den Dipol bildet.

Das Potential der positiven (negativen) Ladung am
Ort 7ist gemadss Fig. 2.10 in erster Ndaherung

Die Potentiale tiberlagern sich. Also gilt am Ort 1:

o(r) =0, (1) +_(r)

womit

Figur 2.10: Dipol und Bezeichnungen
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1 -a-cosJ 1 p-r
o(r) = : IQ - IQ ~ 2 = X %)
4-m-g) (r—5a-cosd r+ja-cosd | 4-m-g r 4-m-gy r
wobei wir Q-a=p und p-r-cos9=p-1 verwendet haben.

Das Potential einer Punktladung nimmt mit r~! ab, wihrend das Potential des Dipols um eine
Potenz in r schneller abnimmt (r_2 ). Aus dem Potential berechnet man durch Bildung des
Gradienten das elektrische Feld des Dipols. Dabei verwenden wir V(r3) =3.r* .1/ |?| und

erhalten

1 3:(-0)f- (D) p

E(T) = —grad o(F) = :
*TC: 80 r

(2.43)

Das elektrische Feld einer Punktladung nimmt mit r~2 ab, wihrend das elektrische Feld des

Dipols um eine Potenz in r schneller abnimmt (r_3 ).

2.8.3 Drehmoment auf einen Dipol in einem dusseren homogenen elektrischen Feld

Auf einen Dipol wirkt im homogenen dusseren elektrischen Feld ein Kréftepaar, das ein
mechanisches Drehmoment verursacht und den Dipol entlang der Feldlinien ausrichtet.

my

E

Figur 2.11: Im homogenen E-Feld wirkt auf einen elektrischen Dipol ein Kréftepaar.

Das resultierende mechanische Drehmoment beziiglich dem Mittelpunkt ist gegeben durch:

M=1axF+(-1a)x(-F)=axF=ax(Q-E)=(Q-a)xE=pxE

0 |—

el

M = px (2.44)

Dabei haben wir die in der Mechanik (Physik 1) eingefiihrte Definition des mechanischen
Drehmoments verwendet. Der Betrag des mechanischen Drehmoments ist

‘1\7[‘=|f)|-‘l::‘-sin8 , (2.45)

wobei 9 den Winkel zwischen p und E bezeichnet.
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Drehmoment auf einen elektrischen Dipol:

Eine Hantel besteht aus zwei Metallkugeln, die isoliert verbunden sind. Die Hantel ist drehbar in einem
Plattenkondensator aufgehéngt, der auf konstanter Spannung gehalten wird. Die Hantelenden werden mit je einer
Platte in Kontakt gebracht, wodurch sie entgegengesetzt aufgeladen werden. Die Hantel wird zu einem
elektrischen Dipol, auf den im elektrischen Feld ein Drehmoment wirkt. Die Hantelenden bewegen sich nun zu
den gegeniiberliegenden Platten, wo eine Umladung stattfindet. Das Drehmoment éndert somit die Richtung.

Durch die periodische Bewegung der Hantel entsteht ein Ladungstransport.

Das Drehen eines Dipols im dusseren elektrischen Feld erfordert Arbeit, wenn der Dipol aus
der Feldrichtung gedreht wird. Somit kann eine potentielle Energie definiert werden. Die
Arbeit, die verrichtet wird, um einen elektrischen Dipol von einer Referenzposition (Winkel
Ref.) auf einen Winkel zu drehen, ist

’ 2.46
Ref ( ' )

w:-? M-d@':? [B]-|E[-sin 8- 9’ =~ |p|-|E|-cos 9
Ref Ref

Die Arbeit muss entgegen dem Drehmoment verrichtet werden. Es ist zu beachten, dass die

Vektoren M und d9' entgegengesetzt gerichtet sind, somit hebt sich das erste Vorzeichen
auf. Ublicherweise wird als Referenz die Richtung des Dipols senkrecht zum Feld, also

§ = 7 gewadhlt. In Vektorschreibweise betrégt die potentielle Energie beziiglich dieser

Referenz:

E., = —-pE (2.47)

Im stabilen Gleichgewicht zeigt der Dipol in Richtung des elektrischen Feldes, da dort das
absolute Minimum von E, erreicht wird.

2.8.4 Dipol in einem inhomogenen dusseren elektrischen Feld

Ein Dipol befindet sich in einem ortsabhidngigen inhomogenen E-Feld. Auf den Dipol wirkt
zunéchst, wie im homogenen Feld, ein Drehmoment, das den Dipol ausrichtet. Im
inhomogenen Feld wirkt nun aber zusétzlich noch eine resultierende Kraft.

—_

F, (x) - F, (x+a)
>

- = i
&

\

Figur 2.12: Kraftkomponenten auf einen im inhomogenen elektrischen Feld ausgerichteten Dipol.
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Vereinfacht betrachten wir nur die Kraftkomponente in x-Richtung. Dann wirken auf die
beiden Ladungen im inhomogenen Feld entgegengesetzte, unterschiedlich grosse Krifte, die
eine Resultierende haben:

Fires = FK(X)+F (x+a)=-Q-E,(x)+Q-E,(x+a) .

X,res

X

e . 0 .
Da a sehr klein ist, gilt ndherungsweise E, (x +a)=E, (x)+a- , und somit

OE OE
Fx,res =Q-(Ex(x)+a-—*—E (X)) =py —
Ox Ox

Der Dipol wird also in Richtung der grosseren Feldstirke gezogen.

Ziindholz im inhomogenen E-Feld:

Ein Ziindholzstébchen héngt etwas verdreht an einem Faden zwischen einer Metallkugel und einer Leiterplatte,
an denen eine Potentialdifferenz angelegt ist und somit ein inhomogenes elektrisches Feld vorliegt. Wird die
Spannung erhdht, so richtet sich das Stabchen zunichst zum Feld aus (Drehmoment), und wird dann zur Kugel

hin angezogen (resultierende Kraft).

In drei Dimensionen ist die resultierende Kraft im inhomogenen elektrischen Feld gegeben
durch

F = (p-V)E . (2.48)

2.8.5 Induzierte elektrische Dipole

Ein dusseres elektrisches Feld {ibt eine Kraft aus auf die Ladungstréger (Elektronen) in einem
Material und verschiebt diese. Nach klassischer Betrachtung kénnen wir uns vorstellen, dass
die Ladungswolken um die Atome ein wenig verschoben werden, bis die Coulomb-Krifte, die
die Elektronenwolke beim Atom halten, dies verhindern.

Wenn der Ladungsschwerpunkt der Elektronenwolke gegeniiber dem Atom verschoben ist,
entsteht ein elektrischer Dipol. Fiir diese Verschiebung ist eine Kraft von einem dusseren E-
Feld notwendig, die die riicktreibende Coulomb-Kraft kompensiert. Die riicktreibende Kraft
ist in erster Ndherung linear abhédngig von der Verschiebung, formal also identisch zu einer
Federkraft. Im Gleichgewicht kompensiert diese "Federkraft" die Kraft vom dusseren E-Feld:

Q- E+Fpyy =Q-E-f-d3=0 , (2.49)

wobei f die "Federkonstante" bedeutet. Das induzierte elektrische Dipolmoment ist dann
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Qs =
ﬁind=Q-ﬁ=T-E=a-E : (2.50)

Da das dussere E-Feld die Ladungen verschiebt und so den Dipol erzeugt, bezeichnet man
dies als induziertes Dipolmoment. (2.50) zeigt, dass das Dipolmoment proportional zum
dusseren Feld ist. Je weiter die "Feder" bei gegebener Kraft auslenkt (also je kleiner die
"Federkonstante" f ist), desto grosser ist das Dipolmoment. o wird deshalb Polarisierbarkeit
genannt. Die Polarisierbarkeit ist eine Materialeigenschaft.

Papierschnitzel und geladener PVC-Stab:
Ein PVC-Stab wird durch Reiben mit dem Katzenfell aufgeladen. Das inhomogene E-Feld des Stabes ist am
Stabende am stérksten. Das Feld induziert Dipolmomente in den Papierschnitzeln, die dann gemiss (2.48)

zum Stabende gezogen werden.

2.9 Materie im elektrischen Feld

Plattenkondensator und verschiedene Dielektrika:
Der Plattenkondensator wird durch eine Spannungsquelle aufgeladen. Die Spannungsquelle wird nun entfernt;
die Ladung auf dem Kondensator bleibt also konstant. Das Einschieben verschiedener Materialien (Aluminium,

Plexiglas, Wasser) reduziert die Potentialdifferenz zwischen den Platten. Die Kapazitéit wird also erhoht.

2.9.1 Induzierte Ladung und dielektrische Verschiebung
Schiebt man einen Isolator zwischen die mit der Ladung Q geladenen Flidchen eines Platten-
kondensators, sinkt die Spannung iiber dem Kondensator. Um die gleiche Ladung zu halten,

wird also weniger Spannung bendtigt, das heisst, dass nach (2.28) die Kapazitit erhoht ist.

Man definiert nun die Dielektrizititskonstante ¢ eines Materials gemadss:

CMaterial ) (2.5 1)
CVakuum

Ein vollstindig mit Material ausgefiillter Plattenkondensator hat also die Kapazitit:

CcC = 8'80-%. (2.52)

Mit der elektrischen Spannung U wird bei gegebener Ladung Q auf den Kondensatorplatten
auch das elektrische Feld zwischen den Kondensatorplatten und damit der Feldfluss reduziert.
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Qg N —Q,

+ Eel _

+ -

+| ° (_>_ * -

+ Eind -

+ -

+| - + |-

+ - Figur 2.13: Ein Isolatormaterial (grau) wird im elektrischen Feld
7 € FL des Plattenkondensators polarisiert. Verschiebbare (freie)

+ {7 V} - Ladungen befinden sich auf den Kondensatorplatten, induzierte

Ladungen an den Oberflichen des Materials im Kondensator. Die
_Qind Qind induzierte Ladungsverteilung reduziert das elektrische Feld.

Der Feldfluss kann nach dem Satz von Gauss aber nur reduziert sein, falls die resultierende
Ladung im eingeschlossenen Gebiet (z.B. eine Platte) ebenfalls kleiner geworden ist. Wir
folgern also, wie gezeigt in Fig. 2.13, dass an den Oberfldchen des Isolators eine von der
Polarisierbarkeit abhéngige Anzahl entgegengesetzter Ladungstrager auftreten. Diese
schwichen das elektrische Feld.

Wir bezeichnen nun die zusétzliche Oberfldchenladung des Isolators, die induzierte Ladung,
mit Q,,q. Somit befindet sich bei der Platte links insgesamt die Ladung Q,,; = Qg — Qjna>

bzw. —Q,,; bei der rechten Platte.

Es ist die resultierende Gesamtladung Q. , die das elektrische Feld, und somit die Potential-
differenz verursacht. Also, nach (2.30)

U:‘E‘d: Qtot d: Qel — Qe]
"€ CMaterial € CVakuum
A-g Ag-d Q
Qiot = Qer - — =Q . ==d

el ’
d-&-Cyakuum d-e-gy-A €

Die induzierte Ladung betrdgt somit
1
Qind = Qel _Qtot = Qel ’ l_g . (2.53)

Je grosser die Dielektrizititskonstante ist, desto grosser ist Q;,4 und die daraus folgende

Abschwiéchung des elektrischen Feldes. Die induzierte Oberflichenladung auf dem Isolator ist
im Gegensatz zur Ladung auf der Kondensatorplatte nicht frei verschiebbar.

Elektrische Felder in Gebieten, wo Materialien vorhanden sind, verursachen immer induzierte
Ladungen, wie in Fig. 2.13 exemplarisch gezeigt. Die Berechnung von E-Feldern wird somit
schwieriger, da alle Ladungen zu den Feldern beitragen. Eine rechnerische Vereinfachung
wird durch die Einfiihrung eines neuen Feldes ermdglicht.

Betrachten wir den Satz von Gauss in einem Volumen V, das verschiebbare Ladungen Q.

und induzierte Ladungen Q;,4 enthilt:
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.= 1 1 1 1 1 1
IleE'dvz_'Qtot :_'(Qel_Qind):_'Qel __'(1__)'Qel :—'Qel
v €0 €0 €0 €0 € €€

Wir fithren nun ein neues Feld ein, die dielektrische Verschiebungsdichte D :

D = &g E (2.54)

Somit vereinfacht sich der Satz von Gauss wie folgt:

[ divD-dV = Qg . (2.55)
e

Bei der Berechnung des D-Feldes miissen nun nur noch die verschiebbaren Ladungen bertick-
sichtigt werden.

Das fundamentale, physikalisch relevante elektrische Feld bleibt aber das E-Feld. Fiir dieses
miissen alle Ladungen beriicksichtigt werden.

Das D-Feld ist nichts anderes als eine praktische Rechengrosse. Die Feldlinien des D-Feldes
beginnen bei frei verschiebbaren positiven Ladungen und enden bei frei verschiebbaren
negativen Ladungen. Mit der dielektrischen Verschiebung kénnen wir die erste Maxwell
Gleichung (siehe 1.1 und 2.16 ) in einer Form schreiben, die auch fiir den Raum mit Materie
gilt:

V-D = divD = py = Puf—Pind (2.56)

2.9.2 Atomistische Deutung der Dielektrizitiit

Die Polarisation im Isolator erfolgt durch das Ausrichten permanenter Dipole im elektrischen
Feld, oder durch induzierte Dipole. Wir haben nun zwei Beschreibungen aus unterschied-
lichen Betrachtungsweisen, deren Zusammenhang wir darstellen wollen.

—

atomar: p=a-E Materialbeschreibung: Polarisierbarkeit

makroskopisch: Crnat =€ Cyae Materialbeschreibung: Dielektrizititskonstante

Fiir ein kleines Volumenelement (Dose) der Fliche A und der H5he A7 (wobei der Flichen-
und der Langenvektor in Richtung des elektrischen Feldes zeigen) betriagt die induzierte

Oberflachenladung auf A:

Qind:Qel'(l_l)z‘ f)H A‘S—_l :
€ €
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Das Dipolmoment |f)| des infinitesimalen Quaders mit Volumen AV = A - A/ betrégt:

AP = Qg -AT > |Af)|:‘f)‘-AV-8T_1.

Als Polarisation eines Materials wird die Dipolmomentdichte definiert:

a =D-~——=¢gy-E-(e-1) - D=g,-E+P . (2.57)

poAp
AV €

Ist in einem Dielektrikum die Anzahl atomarer Dipolmomente pro Volumen n und das
mittlere Dipolmoment jedes Dipols in Feldrichtung p, dann gilt:

P=n-p .
Bei induzierten Dipolen ist p=a.-E, also P=n-a-E. Der Vergleich mit (2.57) liefert

Ny-p

(e=1-gg=n-a= ‘o,
wobei Na die Avogadro-Zahl, und M die Molmasse und p die Dichte des Materials ist. Damit

haben wir eine Verkniipfung zwischen den phdnomenologischen (makroskopischen) und den
atomaren Grossen hergestellt.

Bei permanenten atomaren elektrischen Dipolen (z.B. Wasser) ist die Verkniipfung wegen der

Richtungsquantisierung komplexer.

2.9.3 Verhalten von Feldlinien an Grenzflichen

Treffen Linien des elektrischen Feldes E und der dielektrischen Verschiebungsdichte D
senkrecht auf eine Grenzfldche Vakuum - Isolator (oder von zwei verschiedenen Isolatoren),

so andert sich E sprunghaft, da unterschiedliche Polarisationsladungen auftreten.

Figur 2.14: Links: Lage der E-Feld Vektoren und ihrer Komponenten bei der Kontaktfldche
zwischen Dielektrikum 1 (oben) und Dielektrikum 2 (unten). Rechts: Dasselbe fiir das D-Feld.
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D ist jedoch definitionsgemiss stetig. Interessanter ist die Situation, wenn die Feldlinien
unter einem beliebigen Winkel auf die Grenzfliche zweier ungeladener Dielektrika treffen
(Fig. 2.14). Die folgenden Aussagen sollen gepriift werden:

e Die Normalkomponente von E andert sprunghaft, die von D ist stetig (bleibt
konstant).

e Die Tangentialkomponente von E ist stetig, jene von D #ndert sprunghaft.

Zur Herleitung der Stetigkeitsbedingungen verwenden wir den Satz von Gauss iiber eine den
Materialiibergang umschliessende Dose der Deckflache A (Fig. 2.14, rechts):

[ D-dA=Q =0 (2.58)
A
Da das E-Feld konservativ ist, gilt fiir einen geschlossenen Weg s, der den Materialiibergang

umfahrt (fig. 2.14, links):

[E-ds=0. (2.59)

S

Somit kdnnen wir fiir die einzelnen Komponenten des E und des D-Feldes folgende
Bedingungen herleiten:

E-Feld, parallel: 0= J E-ds= Elp -S— E2p -S - Elp = Ezp

E-Feld, senkrecht: 0 =J- DdA = —81 '80 .ElS A+ 82 '80 .EZS ‘A —> 81 .EIS = 82 'EZS

D-Feld, senkrecht: 0= I D-dA = -Dig-A+Dy-A — Dy =Dy
- 1 1 1 1
D-Feld, parallel: 0:.[ E-ds= Dlp -S——sz-s - _'Dlp :_.sz
81 . 80 82 . 80 81 82

An einer Grenze zwischen zwei ungeladenen Dielektrika sind die Parallelkomponenten des E-
Feldes und die Normalkomponenten des D-Feldes stetig. Aus diesen Stetigkeitsbedingungen
folgt, dass die Feldvektoren E und D beim Materialiibergang die Richtung &dndern:

tan 9, _ Ejp-Ey _ Djp Dy _ & (2.60)
tan 82 Els 'Ezp Dls ‘sz €2

Wird (2.60) auf eine elektromagnetische Welle angewendet, die auf eine dielektrische
Grenzfliche trifft, resultiert das Brechungsgesetz von Snellius.
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3. ELEKTRISCHE STROME

3.1  Strom und Kontinuititsgleichung

Bisher wurden nur Ladungen betrachtet, die sich an einem bestimmten Punkt im Raum
befinden. Ladungen konnen aber, wie der Versuch mit dem Ladungsloffel und die
Polarisation gezeigt hatten, transportiert werden. Bewegte elektrische Ladungen bilden
elektrische Strome. Elektrische Strome konnen in Leitern, Halbleitern, Fliissigkeiten
(Elektrolyte), in Gasen und im Vakuum (Kathodenstrahlréhre) fliessen.

Die elektrische Stromstirke ist die pro Zeiteinheit transportierte elektrische Ladung und ist
wie folgt definiert:

_ 4
= (3.1)

Die SI-Basiseinheit der elektrischen Stromstéirke ist das Ampere [A]. Bis 2019 war die
Definition wie folgt: 1 Ampere ist die Stirke eines zeitlich konstanten elektrischen Stromes,
der durch zwei im Vakuum parallel im Abstand 1 m voneinander angeordnete, geradlinige,
unendlich lange Leiter von vernachldssigbar kleinem, kreisformigem Querschnitt fliessend,
zwischen diesen Leitern pro Meter Leiterlinge die Kraft 2-10~7 N hervorruft.

Seit 2019 ist das Ampere iiber die Ladung des Elektrons und die Sekunde definiert.

Kraftwirkung paralleler elektrischer Strome:
Durch zwei lose, nebeneinander aufgehéngte Dréhte fliesst je ein elektrischer Strom in derselben Richtung.

Die bewegten Ladungen in beiden Leitern verursachen eine anziehende Kraft zwischen den beiden Dréihten.

Falls der Ladungstransport durch einzelne Ladungstréger der Ladung q und der Dichte n
(Anzahl Ladungstrager pro Volumeneinheit) mit der Geschwindigkeit v und durch die Fliche

A erfolgt, gilt:
I=n~q-\7-A=pel-\7-A , (3.2)

wobei pel die Ladungsdichte (Ladung pro Volumeneinheit) bezeichnet. Die Flache wird durch

den Vektor A beschrieben, dessen Richtung normal zur Fliche ist und dessen Betrag der
Flache entspricht.

Nun kann die elektrische Stromdichte wie folgt definiert werden:

i= pa (33)
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Der allgemeine Zusammenhang zwischen Stromstérke und Stromdichte lautet

I = [jdA . (3.4)
A

Falls A eine geschlossene Fliche ist, fordert die Erhaltung der Ladung innerhalb des
umschlossenen Volumens V, dass der Abfluss von Ladungstragern durch die geschlossene
Flache A gleich der zeitlichen Abnahme der Gesamtladung in V ist:

dQ _ 34k
& - ;[_]dA. (3.5)

Dabei muss die korrekte Wahl des Vorzeichens beachtet werden. Der Vektor des Flachen-
elements der geschlossenen Fliache A zeigt gemédss Konvention nach aussen. Somit fiihrt

j-dA >0 zu einer Abnahme der Ladung innerhalb von A.

Die Ladung kann als Integral {iber das Volumen V geschrieben werden: Q = J P -dV,
\%
woraus folgt:

0 - = .
a{f/pel~dV=—}[J-dA=—{|;d1V_]~dV . (3.6)

Dabei wurde der mathematische Satz von Gauss fiir das Vektorfeld 3 verwendet. Beachte

dass V und A konstant und fest im Raum sind. Daher wird in (3.6) die partielle Ableitung
0/ 0t verwendet. Da nun das Volumen V beliebig ist, gilt

apel

+ divi = 0 3.7
ot V] (3.7)

(3.7) ist die Kontinuititsgleichung der elektrischen Ladung und stellt die lokale Form der
Ladungserhaltung dar.
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3.2 Leitfihigkeit und Ohmsches Gesetz

In Gasen, Fliissigkeiten und Festkorpern liegen eine oder mehrere Sorten von Ladungstragern
vor. Daneben sind auch neutrale Teilchen vorhanden, die am Ladungstransport nicht beteiligt
sind. Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt fiir alle frei beweglichen Teilchen (Gase,
Fliissigkeiten) gilt:

v zé.k.T
2

<!
I
(e

Eyin =

m
s (3.8)

Neben der thermodynamischen Bewegung werden Ladungen auch durch ein dusseres
elektrisches Feld beschleunigt. Positive Ladungstriger bewegen sich in Richtung des
elektrischen Feldes, negative entgegengesetzt dazu. Diese Driftgeschwindigkeit ist sehr klein
gegeniiber der Warmebewegung. Da die Teilchen dauernd Impuls und Energie durch Stosse
am Gitter (im Festkorper) oder untereinander (in Gasen und Fliissigkeiten) iibertragen,
resultiert nicht eine beschleunigte, sondern eine ndherungsweise gleichformige Bewegung.

Die makroskopische Wirkung dieser Bewegung soll nun etwas néher, in heuristischer Weise,
untersucht werden. Die elektrische Leitung kann jedoch grundsitzlich nur durch halbklas-
sische (Festkorperphysik), bzw. quantenmechanische (Quantenphysik) Betrachtungen
physikalisch korrekt verstanden werden.

AR Figur 3.1: Durch Stdsse verdnderte
S~ Flugbahn (gestrichelt) eines

B 72' Elektrons im dusseren E-Feld. Die
/ Kraft, die das E-Feld auf das
e~ Stoss 2 Elektron ausiibt, kriimmt die

—_—

AV Flugbahn zwischen den Stossen.

z

Die mittlere freie Flugzeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Stossen sei t. Dann betragt
nach dem 2. Satz von Newton die mittlere Impulsdnderung:

Nach jedem Stoss nimmt das Elektron wieder eine neue Anfangsgeschwindigkeit und
Richtung an. Im zeitlichen Mittel heben sich die von den Stdssen verursachten Geschwindig-

keitsdnderungen auf. Damit ist AV gerade die mittlere Driftgeschwindigkeit. Wegen der
kurzen mittleren freien Flugzeit des Ladungstriagers gilt Av <« v. Zum Beispiel betrigt die

mittlere freie Flugzeit eines Elektrons in Cu ca. 2.5- 1071s.

Bei verschiedenen Sorten i von Ladungstridgern erhalten wir flir die Stromdichte:

_ A
j=2ni-qi-A\71:£ZM]-E=c-E . (3.9)
i i 1my
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Die Stromdichte ist also proportional zum &usseren elektrischen Feld. Mit der spezifischen
Leitfihigkeit o lautet das Ohmsche Gesetz in lokaler Form:

3=G-E=—G~grad(p=—G~V(p . (3.10)

Es beschreibt den Ladungstransport in Gasen, Fliissigkeiten und Festkorpern (obwohl dort die
Teilchen nicht frei beweglich sind) in guter Ndherung, wenn t sehr klein ist.

Besonders interessiert ein wichtiger Spezialfall des Ohmschen Gesetzes, falls die Ladung
durch einen Leiter der Lange ¢ mit konstanter Querschnittsfldche A fliesst:

I:jj-dA:o-E-A:ﬁ-Uzl-U .
l R
U = R:I Ohmsches Gesetz (3.11)
Die Einheit von R ist [R]:Ohm:Q:V-A_1 mit dem Symbol _:'_

Es werden folgende Bezeichnungen und Masseinheiten verwendet:

elektrischer Leitwert R™! [R_l] =S=Siemens=A-V
spezifische elektrische Leitfahigkeit c [c]=S- m™!
spezifischer elektrischer Widerstand ol= Pwid  [Pwia]=Q-m

3.3  Die Leistung des elektrischen Stromes

Kurzschluss:

Ein diinner Eisendraht wird iiber 25 V kurzgeschlossen. Dieser erhitzt sich und vergliiht.

Durchfliesst ein Strom I einen Leiter, {iber dem die Spannung U liegt, so geht wahrend der
Zeit At die elektrostatische Energie

AE . =U-AQ=U-I-At (3.12)

verloren. Dementsprechend betrégt die elektrische Verlustleistung allgemein:

AE o

At

P= ~UI . (3.13)

Falls es sich beim Leiter um einen Ohmschen Widerstand handelt, gilt

P = UI = — = R.I? (3.14)
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3.4 Stromkreise und Netzwerke
3.4.1 Kirchhoff'sche Regeln

Die technische Stromrichtung ist positiv definiert in Richtung der Bewegung der positiven
Ladungstrdger. Da in einem metallischen Leiter die am Ladungstransport beteiligten Teilchen
Elektronen sind, ist die technische Stromrichtung dem physikalischen Ladungstransport
entgegengesetzt.

Im Stromkreis fliesst der technische Strom immer vom Plus-Pol (¢.) zum Minus-Pol (¢-)
eines passiven Elementes, das heisst von Orten hohen Potentials zu Orten tiefen Potentials.

Aus der Ladungserhaltung und der Wegunabhéngigkeit der Arbeit im elektrischen Feld
(konservatives Kraftfeld) folgen zwei praktische Regeln fiir elektrische Netzwerke, die vor
allem in der Elektrotechnik verwendet werden.

Erste Kirchhoff'sche Regel (Knotenregel): In einem Knoten oder Verzweigungspunkt
kommen mehrere elektrische Leiter zusammen. Die Summe der zu- und wegfliessenden
Strome I in einem solchen Knoten ist Null. Dabei werden die zufliessenden Strome positiv,

die wegfliessenden Strome negativ gezéhlt:

S, = 0. (3.15)
k

Die Knotenregel folgt aus der Ladungserhaltung. Im Knoten kann weder elektrische Ladung
erzeugt noch vernichtet werden. Im Knoten kann auch keine Ladung gespeichert werden.

Zweite Kirchhoff'sche Regel (Maschenregel): Die Gesamtspannung lidngs einer geschlos-
senen Schlaufe (Masche) einer Schaltung ist Null. Das heisst, die Summe aller Spannungs-
abfille U; an den einzelnen Elementen in einer Schlaufe ist Null:

SU; = 0 . (3.16)

Dabei miissen sdmtliche Spannungsabfille in technischer Stromrichtung beriicksichtigt
werden, also alle stromdurchflossenen Widerstinde und eingebauten Spannungsquellen,
inklusive ihrer inneren Widersténde.

Potentialdifferenzen sind in Richtung des technischen Stroms zu rechnen. In technischer
Stromrichtung fallt die Spannung iiber einem Ohmschen Widerstand um R -1 ab.

Bei Spannungsquellen ist U die Potentialdifferenz zwischen dem + und dem —Pol, also
U =0, —¢_. Der technische Strom (positive "Ladungstriger") fliesst vom Ort héheren

Potentials zum Ort tieferen Potentials.
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3.4.2 Anwendungen: Kombinationen von Widerstinden

Der elektrische Widerstand der leitenden Drihte sei hier vernachléssigt.

a) Serieschaltung:

Bei der Serieschaltung (auch als Reihenschaltung bezeichnet) sind Widerstdnde nacheinander

geschaltet, das heisst es fliesst der gleiche Strom I durch alle Widersténde. Hier wird die
Maschenregel verwendet. Uber jedem Ohmschen Widerstand R, sinkt die Spannung in

Stromrichtung um U; =R; 1. Also gilt nach der Maschenregel:

\_{ = U }J U-R;-I-R,-1=0 2. Kirchhoff'sche Regel
| I U= (R{+R,)-I=R"1
R R,

1

Serieschaltung von zwei Widersténden: R = R; + R,

Bei der Serieschaltung addieren sich die Widerstinde zum Ersatzwiderstand.

b) Parallelschaltung

An allen parallel geschalteten Widerstinden liegt die gleiche Spannung U (Aquipotential-
fliche). Hier wird die Knotenregel beim linken Verzweigungspunkt der Widerstéinde
angewendet.

U e

I-1,-1,=0 1. Kirchhoff'sche Regel
—
— Uuuv u_
I

R N 1 1 1
Parallelschaltung von zwei Widerstdnden: - = — 4+ —
R R, R,

Bei der Parallelschaltung addieren sich die reziproken Werte der Widerstinde zum reziproken
Ersatzwiderstand.
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¢) Kombinationen von Parallel- und Reihenschaltungen (zwei Beispiele)

Zur Bestimmung des Gesamtwiderstands ersetzt man einzelne parallel- bzw. seriegeschaltete
Elemente schrittweise.

Schaltung: Ersatzschema:

o U e o U o

N = —

R,-R R, -R
= 2773 R=R,+R'=R; +—2—3

R, +Rj5 R, +Rj5
Schaltung: Ersatzschema:

o U e u

o B o -
RZ R3
-R' R, (R,+R

R'=R, +R; Rro RiRT 1-(Ry+R5)

"~ R;+R' R;+R,+R;

d) Innenwiderstand

Es ist zu beachten, dass Spannungsquellen und Messinstrumente einen Innenwiderstand Rj
haben, das heisst, die Verschiebung von Ladung im Innern der Geréte erfolgt nicht verlustfrei.

Bei Spannungsquellen und Strommessgerdten wiinscht man einen kleinen Innenwiderstand. Je
grosser der Innenwiderstand Ri einer Spannungsquelle ist, desto kleiner ist die maximale
Leistung, die diese Spannungsquelle an einem Gerét ( = dusserer Widerstand R) erbringen
kann.

Die Klemmenspannung einer Spannungsquelle sei U, . Wenn ein Strom fliesst, sinkt die

Spannung wegen dem Innenwiderstand um R; -1, also:
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Uy—R;-I=R-1I Leistung iiber R: P=R-I*= R = 2
(R+R;)
: . 1 2
maximale Leistung: Poax = H U,

Bei Spannungsmessgeriten, welche parallel zu den bestehenden Stromkreisen geschaltet
werden, wiinscht man einen moglichst grossen Innenwiderstand, da sie annéhernd stromfrei
messen sollten.

3.4.3 Beispiel eines verzweigten Netzwerks mit mehreren Spannungsquellen

Gegeben ist ein Netzwerk, das aus Ohmschen Widerstinden und Spannungsquellen besteht
(Fig. 3.2). Hier werden die beiden Kirchhoff'schen Regeln angewendet, um die Strome durch
die einzelnen Leiterelemente zu berechnen. Die Richtungen der Strome miissen zunéchst
willkiirlich festgelegt werden. Die berechneten Strome, inklusive ihre Vorzeichen ergeben
dann die tatsdchliche Richtung.

Figur 3.2: Netzwerk mit Widerstdnden R;=20 Q, R,=8 Q,
R3=10 Q, Spannungsquellen U; =16 V, U,= 8 V, Strom-
stirken Iy, I», I3, und einem Referenzpunkt P und einem
Knoten K.

Aus der Anwendung der Knotenregel in K erhalten wir unter Berticksichtigung der zu- und
abfliessenden Strome:

am Knoten K: L[ -I,-13=0
Die Masche wird in Richtung der eingezeichneten technischen Stromrichtungen umfahren
(hier im Gegenuhrzeigersinn). Der Startpunkt P, dem das Potential 0 zugeordnet wird, kann
beliebig gewdhlt werden. Die Maschenregel, angewendet auf die obere Schlaufe, sowie auf

die grosse Schlaufe, und unter Beriicksichtigung der Orientierung der dazwischengeschalteten
zweiten Spannungsquelle U, , ergibt:

obere Schlaufe: U, -R;--R,-I,-U, =0,
grosse Schlaufe: U, -R;-[[-R5-13=0.

Somit haben wir drei Gleichungen fiir die drei unbekannten Stromstérken I;, I,, und I5.

Die Losung ist I; =0.473 A, I, =—-0.182 A, 15 =0.655 A . Beachte das Vorzeichen von I, .
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3.5 Charakteristiken elektrischer Leiter

Aus dem Ohmschen Gesetz folgt, dass der Widerstand R unabhingig von der angelegten
Spannung U ist. Das wiirde nach dem mikroskopischen Modell (3.9) bedeuten, dass die
Ladungstragerdichte und die Zeit zwischen zwei Stossen mit neutralen Atomen oder dem
Gitter des Festkorpers von Spannung und Stromstérke unabhéngig sind. Dies ist eine
Idealisierung, die nur in bestimmten Materialien zuldssig ist.

Im Allgemeinen trifft das Ohmsche Gesetz nicht zu, da elektrischer Strom Arbeit leistet, falls
ein Widerstand vorliegt (siche 3.14). Die Wirkung dieser Arbeit ist messbar als Anderung der
Temperatur, womit die Materialeigenschaften des Leiters verdndert werden.

Beim Metall nimmt der Widerstand mit zunehmender Spannung (zunehmender Temperatur!)
zu, da die Bewegung der Elektronen durch die verstarkte thermische Bewegung (Abnahme
der mittleren freien Flugzeit t in 3.9) behindert wird.

Ohmscher Widerstand Metall

I I

Figur 3.3: Strom-Spannungscharakteristik eines
Ohmschen Widerstandes, eines Metalls, eines

i Halbleiter-Diode R R R .
e ! ! Halbleiters und einer Halbleiterdiode.

Charakteristik elektrischer Leiter:
Ein Widerstand, eine Kohlefadenlampe, und eine normale Glithlampe (Wolframdraht) werden unter langsam
veranderlicher Spannung betrieben. Stromstarke und Spannung werden aufgezeichnet. Bei der Glithlampe

nimmt die Stromstérke bei grosserer Spannung schwicher zu, bei der Kohlefadenlampe dagegen starker.

Der Widerstand des Halbleiters nimmt bei zunehmender Spannung (zunehmende Temperatur)
ab, da bei hoherer Temperatur mehr Ladungstrdger am Transport teilnehmen. Die Biander-
theorie der elektrischen Leitung, die im néchsten Kapitel behandelt wird, kann dieses
Verhalten qualitativ erkldren.

Es gibt aber auch Materialien (Metalle), bei denen R iiber einen weiten Bereich ndherungs-
weise unabhéngig von U ist, es handelt sich dann um so genannte Ohmsche Widersténde. Das
Verhalten von elektrischen Zweipolen ldsst sich am besten durch die Strom-Spannungs-
Charakteristik beschreiben (Fig. 3.3).
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3.6  Mechanismen der elektrischen Leitung
3.6.1 Elektrolytische Leitfihigkeit

Elektrolyte sind Schmelzen und Losungen mit positiven und negativen Ionen. Hier soll nur
der vereinfachte Fall von stark verdiinnten Lésungen kurz behandelt werden. Als Beispiel

wiihlen wir eine HC1 Lésung (H™ : Kation; CI™: Anion).

[nnam il

Figur 3.4: Ein Plattenkondensator befindet sich in
einem Elektrolytbad und ist an eine Spannungsquelle,
verbunden mit einer Glithlampe, angeschlossen.

Die Elektroden sind parallele Metallplatten, die an eine Spannungsquelle angeschlossen sind.
Zwischen den Elektroden herrscht ein ndherungsweise homogenes E-Feld (Fig. 3.4). Das
elektrische Feld weist von der positiven Anode zur negativen Kathode. Im E-Feld wandern
die Anionen zur Anode und die Kationen zur Kathode.

Elektrolytische Leitung:

Die Platten eines Plattenkondensators sind mit einer Glithlampe und einer Spannungsquelle (220 V) verbun-
den und werden in destilliertes Wasser eingetaucht. Es fliesst kein Strom. Nach der Beigabe von 2 Tropfen
HCI beginnt die Lampe nach ca. 20 Sekunden zu leuchten. Der Strom fliesst: die Charakteristik zeigt dass
die Stromstirke proportional zur Spannung ist (Ohmsches Gesetz). Eine weitere Zugabe von HCI erhéht die

Stromstérke.

e Die elektrolytisch an der Kathode abgeschiedene Masse m ist der transportierten
elektrischen Ladung Q proportional: m = A -Q ; der Proportionalititsfaktor A wird

elektrochemisches Aquivalent genannt und hat die Einheit: kg - Al

¢ Die von gleichen Ladungsmengen aus verschiedenen Elektrolyten abgeschiedenen Massen
verhalten sich wie die molaren dquivalenten Massen (dquivalente Masse = molare
Masse/Wertigkeit).

Die Stromdichte ist nach (3.2) gegeben durch: j = D> n;-qi-v;
i

Die Dichte der Ladungstriger n; und deren Ladung ist, zumindest in einer vollstdndig
dissoziierten Losung, bekannt. Damit hat man die Moglichkeit, iiber eine Strommessung
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direkt die Geschwindigkeit der Ladungstrager fiir eine gegebene elektrische Feldstirke zu
bestimmen. Um von der Feldstarke unabhédngig zu sein, gibt man nicht Geschwindigkeiten,
sondern Beweglichkeiten p an:

v=w-E , (3.17)
womit sich fiir die spezifische Leitfahigkeit einer Elektrolytmischung ergibt

G=2.0 G 1 - (3.18)
1

Die Beweglichkeit hdangt stark vom Dissoziationsgrad des Elektrolyten ab. Viele wissrige
Losungen zeigen bei bestimmten Konzentrationen ein relatives Maximum der Leitfahigkeit.
Ein Anstieg der Leitfahigkeit bei kleinen Konzentration ist mit der Anzahl der Ladungstrager
erklirbar. Bei sehr grossen Konzentrationen nimmt dann der Grad der Dissoziation ab. So ist
zum Beispiel 100%-ige Schwefelsdure ein Isolator, da sie nicht dissoziiert ist.

3.6.2 Energiebinder im Festkorper und Fermi-Dirac Verteilung
Die elektrische Leitung in Festkorpern erfolgt hauptséchlich durch sogenannte quasifreie
Elektronen. Das Verhalten dieser Elektronen wird durch die Bandertheorie beschrieben, die

nachfolgend qualitativ erkldrt wird. Eine tiefere Betrachtung erfolgt in der Festkdrperphysik.

Zunichst soll eine grobe Abschétzung zeigen, wie schnell Elektronen in einem Leiter driften.
Kupfer hat ein quasifreies Elektron pro Kupferatom. Damit ist die Ladungstragerdichte:

n=8.45-10% Elektronen/m?, womit | =(8.45-10%%.1.60-107" A-s-m™)-v

Unter der Annahme, dass durch einen Kupferdraht von 1 mm Durchmesser ein Strom von 1 A
fliesst, betrdgt die Driftgeschwindigkeit nach (3.9):

A_V ] I 1

=——= = — = —5 m-s~ =34cm/h
n-q A-n-q 7.8510-845-10°-1.60-10

Diese sehr kleine Driftgeschwindigkeit ist rund 9 Grossenordnungen kleiner als der mittlere

Betrag der Geschwindigkeit aufgrund der ungeordneten Warmebewegung: v?=3.k-T/m.

Die elektrische Leitung in Festkorpern kann nur mit Hilfe der Quantenmechanik und ihrer
Anwendung auf Atome im Gitterverband verstanden werden. Fiir eine quantitative
Behandlung wird auf die Vorlesung Festkorperphysik vorwiesen. Wir wollen hier aber die
Theorie der Béinderstruktur kurz einfithren, um die Beobachtungen zumindest qualitativ
verstehen zu kdnnen.

Schon die Bohr'sche Theorie der Atome zeigt, dass Elektronen in Atomen nur bestimmte
Energieeigenwerte einnehmen konnen. Die Energie der Elektronen ist quantisiert. In Figur
3.5a sind diese Energieeigenwerte zusammen mit der potentiellen Energie des Elektrons,
e-o(r), im Coulomb Potential des Kerns fiir den einfachsten Fall des Wasserstoffatoms

schematisch dargestellt. Im Wasserstoffatom, besitzt das Elektron die Energieniveaus
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E, =E,/n?, wobei E,=—13.6 eV . Da die Elektronen an das Proton gebunden sind,

befinden sich die Energieniveaus auf negativen Werten.

Bringt man zwei H-Atome nahe zueinander (Fig. 3.5b), macht sich das Coulomb Potential des
Nachbar-Protons bemerkbar. In der Quantenmechanik wird gezeigt, dass diese Stérung zu
einer Aufspaltung in zwei benachbarte Energieniveaus fiihrt. Bei vier Atomen spalten die
Energieeigenwerte in vier Niveaus auf (3.5¢). In einem Kristall gibt es sehr viele Nachbar-
Atome. Das Coulomb Potential eines Atoms wird durch alle umgebenden Potentiale gestort,
so dass die aufgespaltenen Energieniveaus so nahe zusammen riicken, dass man sie als
kontinuierliche Energiebiinder beschreibt.

E(r) 1 . E(r) .
+ + + >

\‘ ’/
N VR 7
Eot a) Eot \j ; b)

r
+ + + >
E. .+
0 ; ; j 0
Figur 3.5: Darstellung der Energieniveaus und des Verlaufs der potentiellen Energie des Elektrons im Coulomb
Potential fiir ein (a), zwei benachbarte (b), und vier benachbarte Atome (c¢). Das tiefste Energieniveau, der
Grundzustand, ist mit Eq bezeichnet. In einer Gitterstruktur bilden sich erlaubte Bereiche der Energie der

Elektronen (Energiebénder) und verbotene Bereiche der Energie (Energieliicken). Da die Elektronen in
gebundenen Zustinden sind, sind die Energien negativ.

Die Elektronen befinden sich nicht mehr auf diskreten Energieniveaus, sondern kénnen sich
innerhalb von Energiebindern bewegen. Diese Bereiche sind durch Energieliicken getrennt.
Figur 3.5c veranschaulicht auch, dass Elektronen in héheren Energieniveaus nicht mehr
notwendigerweise zu einem bestimmten Atomkern gehoren.

Die Berechnung der oberen und unteren Grenzen der Energiebdnder und ihr Beitrag zum
Ladungstransport ist komplex. Hier sollen einige kurze Bemerkungen geniigen. Elektronen
sind Spin-Y2 Teilchen (Fermionen) und unterliegen deshalb dem Pauli Prinzip, das besagt,
dass ein Quantenzustand nur einmal besetzt sein kann. Eine Anzahl Elektronen im Verband
muss deshalb vom Grundzustand ausgehend zunehmend hohere Energieniveaus besetzen.
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Die Energieverteilung dieser Zusténde ist durch die Fermi-Dirac Verteilung gegeben (Fig.
3.6). Diese ist temperaturabhiingig geméss

1
f(E) = — : (3.19)
e(E Ep)/(kT) )
1
0.5+
0

Figur 3.6: Fermi-Dirac Verteilung am absoluten Nullpunkt, und fiir T > 0.
f(E) gibt den relativen Anteil der Teilchen an, die die Energie E besitzen.

Am absoluten Nullpunkt sind alle Energieniveaus bis zu E (Fermi-Energie) besetzt. Bei

einem Temperaturanstieg wechseln einige Elektronen in einen héheren Energiezustand
Er > E und hinterlassen Liicken bei Ex <E.

Im Atomgitter sind die niedrigsten Energieniveaus vollstindig besetzt, und die Elektronen
nehmen an der Bindung zu den Nachbaratomen teil. Diese Elektronen befinden sich in den
Valenzbindern. Nur Elektronen in nicht vollstindig gefiillten Bindern konnen zum Ladungs-
transport beitragen. Dies sind die Leitungsbéinder. Nur wenn das Leitungsband besetzt ist,
kann Ladung durch den Festkorper transportiert werden.

3.6.3 Ladungstransport in Isolatoren

In Isolatoren sind die Leitungsbander von den Valenzbandern um mehr als 3 eV getrennt (Fig.
3.7). Das hochste mit Elektronen besetzte Band, das Valenzband, ist aufgefiillt. Das néchst
hohere Band, das Leitungsband, ist unbesetzt. Da die Energieliicke grosser als 3 eV ist, reicht
die thermische Energie nicht aus, um Elektronen vom Valenz- ins Leitungsband zu heben. Mit
Hilfe der Fermi-Dirac Verteilung schétzen wir ab, wieviele Teilchen pro Mol sich oberhalb
der Energieliicke AE authalten. Die Anzahl hdngt von der Temperatur ab. Ey befindet sich

genau in der Mitte der Energieliicke, damit die Reduktion der Verteilung f(E) fiir E < Eg
gleich der Zunahme von f(E) fiir E > E ist (Ladungserhaltung). Der Energieunterschied von
Er zum oberen Rand des Leitungsbands E betrigt E—Er =AE/2. Also:

B 1 _ —AE/(2KT) _ 26 e
f(E)—m~e ~6.33-10 . fir T=300K . (320)

Also stehen 6.33-10726.6.02-10% ~ 0.04mol™! Elektronen zur Verfiigung. Im Vergleich
dazu: In Kupfer stehen 6.02- 10%3 mol™! Elektronen fiir den Ladungstransport zur Verfligung.
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Leitungsband

Energielticke
AE > 3eV

Valenzband

<

(E) bE)  fE) b(E)
T=0 T>0

Isolatoren

Figur 3.7: Besetzung des Leitungs- und Valenzbandes fiir Isolatoren bei T = 0 und bei T > 0. Bei Isolatoren ist
das Leitungsband unbesetzt. Auf der linken Seite der x-Achse ist die Fermi-Dirac Verteilung eingezeichnet,
rechts die Dichte der Elektronen als Funktion der Energie; die Energieskala ist vertikal.

3.6.4 Ladungstransport in Metallen

Die im allgemeinen grosse Leitfahigkeit erfolgt durch quasifreie Elektronen im Leitungsband.
Entweder ist das oberste Band nicht vollstindig gefiillt (ungerade Elektronenzahl, z.B. Alkali-
metalle) oder Valenzband und Leitungsband iiberlappen sich (gerade Elektronenzahl, z.B.
Erdalkalimetalle). Wie in Fig. 3.8 ersichtlich, ist die Besetzungszahl, und somit die Leit-
fahigkeit, praktisch unabhingig von der Temperatur, da die Fermi-Enerige weit iiber dem
Valenzband liegt.

EA E A

Leitungsband

Energiellicke

Valenzband

f(E) p(E) f(E) p(E)
T=0 T>0
Metalle
Figur 3.8: Besetzung des Leitungs- und Valenzbandes fiir Metalle bei T = 0 und bei T > 0. Bei Metallen ist das

Leitungsband teilweise besetzt. Auf der linken Seite der x-Achse ist die Fermi-Dirac Verteilung eingezeichnet,
rechts die Dichte der Elektronen als Funktion der Energie; die Energieskala ist vertikal.
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Der elektrische Widerstand im Metall wird bewirkt durch:

eWechselwirkung mit Schwingungen des Kristallgitters und Stdsse (siche 3.2),
eWechselwirkungen mit Fehlstellen im Kristallgitter,
eWechselwirkungen mit Fremdatomen.

Ein Restwiderstand bei sehr tiefen Temperaturen ( < 4 K) ist auf die letzten beiden Effekte
zuriickzufiihren. Bei Zimmertemperatur ist der erste Effekt der wichtigste. Er ist dafiir
verantwortlich, dass der elektrische Widerstand bei Metallen mit zunehmender Temperatur
schwach steigt.

Temperatur [K] Cu: pa [108Q-m] W: pa [1078 Q-m]
4 0.002 0.06
77 0.2 0.6
293 1.7 5.6
1000 6.9 25

3.6.5 Ladungstransport in reinen Halbleitern
Die Entdeckung der reinen Halbleiter ermdglichte die Miniaturisierung der Elektronik. In
Halbleitern nimmt pel mit steigender Temperatur ab, denn die Energieliicke zwischen Valenz-

und Leitungsband ist wesentlich kleiner als 3 eV ist.

Energieliicken fiir einige Halbleitermaterialien:

Si 1.12 eV Ge 0.66 eV
GaAs 1.52 eV InSb 0.23 eV
El E A

Leitungsband

Energielticke
AE =1.12 eV (Si)

Valenzband

>

HE) bE)  fE) o(E)
T=0 T>0

reine Halbleiter

Figur 3.9: Besetzung des Leitungs- und Valenzbandes fiir reine Halbleiter.

Beim absoluten Nullpunkt sind diese Materialien Isolatoren. Mit steigender Temperatur
wechseln die Elektronen vom Valenzband ins Leitungsband, da die Energieliicke geniigend
klein ist. Die Leitung erfolgt sowohl durch die Elektronen im Leitungsband, sowie durch die
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Locher (= fehlende Elektronen) im Valenzband. Mit steigender Temperatur nimmt pel ab.
Gezielt eingebrachte Fremdatome im Halbleiter (Dotierung) erhdhen die Leitfdhigkeit. Reine
Halbleiter haben weniger als 10'¢ Fremdatome pro m* und sind technisch nicht relevant.

Mit Hilfe der Fermi-Dirac Verteilung schitzen wir ab, wieviele Teilchen pro Mol sich beim
Halbleiter Si oberhalb der Energieliicke von 1.12 eV authalten:

f(E) ~e /D £391.1071,  fur T=300K (3.21)

Das heisst, pro Mol stehen 3.91-1071°.6.02-10%° ~ 2.36-10'* Elekronen und gleichviele

Locher zur Verfiigung. Bei 800 °C steigt die totale Ladungstragerdichte auf 2.82- 102 mol .

023

Zum Vergleich: bei Kupfer betrdgt die Ladungstriagerdichte 6.02-1 mol ™.

SiO: als Halbleiter:

Da Glas (Si0,) unter etwa 500 °C ein Isolator ist, eignet es sich als Sockel des Wendels bei der klassischen
Gliihbirne. Die Gliihbirne wird an 220 V angeschlossen und der Glasmantel wird entfernt. An der Luft
vergliitht der Wolframfaden nach wenigen Sekunden und es fliesst kein Strom mehr: Glas ist ein Isolator. Wird
der Glassockel durch eine Schweissflamme kurz zur Rotglut (ca. 800 °C) gebracht, gliiht der Sockel auch ohne
weitere Zufuhr von Warme. Bei dieser Temperatur ist Glas leitend geworden und durch die Leistung, die beim

Stromtransport an das SiO,-Gitter abgegeben wird, bleibt die hohe Temperatur aufrechterhalten.

3.6.6 Ladungstransport in Supraleitern

Als zu Beginn des Jahrhunderts die Verfliissigung von He bei einer Temperatur von 4.12 K

gelang, stellte man fest, dass Hg bei dieser Temperatur einen unmessbar kleinen elektrischen
Widerstand aufweist. Seither hat man viele Metalle und Legierungen gefunden, die unterhalb
einer kritischen Temperatur, der Sprungtemperatur T, supraleitend werden (W bei 0.015 K,

Al 1.175 K, Hg 4.154 K, Pb 7.196 K, und MgB2 39 K. Metalle sind Typ I Supraleiter. Ein
dusseres Magnetfeld kann nicht in einen Supraleiter vom Typ I eindringen. Der Typ I
Supraleiter ist ein perfekter Diamagnet (siche 4.6.1). Da dussere Magnetfelder die Sprung-
temperatur reduzieren, bricht die Supraleitung bei einer kritischen Stirke des dusseren
Magnetfeldes zusammen.

Meissner-Ochsenfeld Effekt:

Eine Keramikscheibe (YBa,Cu307, Sprungtemperatur —183°C) wird mit flissigem Stickstoff auf —196°C
abgekiihlt. Die Anndherung eines Permanentmagneten induziert einen Kreisstrom im Supraleiter. Dieser
Strom erzeugt ein magnetisches Moment, auf welches im dusseren, inhomogenen Permanentmagnetfeld eine
abstossende Kraft wirkt, da der Typ I Supraleiter ein perfekter Diamagnet ist. Aufgrund von actio=reactio
wirkt eine entgegengesetzte Kraft auf den Permanentmagneten, die diesen in Schwebe hélt. Wird die Sprung-
temperatur des Supraleiters iiberschritten, erlischt der Strom wegen dem nun vorliegenden elektrischen

Widerstand, und der Permanentmagnet fallt herunter.
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Eine physikalische Erkldrung der Supraleitung fiir Supraleiter vom Typ I gelang 1957 mit der
BCS-Theorie durch Bardeen, Cooper, und Shrieffer (Nobelpreis fiir Physik 1972). Die
quantenmechanische Erkldrung, basiert auf sogenannten Cooper-Paaren, zwei Elektronen mit
entgegengesetztem Spin und entgegengesetztem Impuls. Ein freies Elektron im Kristallgitter
verformt lokal das Kristallgitter durch sein Coulomb Potential. Bewegt es sich, so werden
Gitterschwingungen erzeugt (Phononen), die sich iiber eine makroskopische Distanz von
einigen 1077 bis 10 ®m ausbreiten, und somit ein entferntes Elektron beeinflussen. Wenn zwei
Elektronen auf diese Weise koppeln und einen quantenmechanischen Zustand bilden, dann
handelt es sich bei diesem Paar nicht mehr um zwei Fermionen (Spin-'2 Teilchen), fiir die das
Pauli Prinzip gilt, sondern um ein Boson (Spin-0 Teilchen). Da Bosonen dem Pauli Prinzip
nicht unterliegen, konnen beliebig viele Cooper-Paare im Grundzustand sein. Cooper-Paare
setzen sich in einem elektrischen Feld in Bewegung, und stossen aneinander elastisch, also
ohne Impulsverlust. Am Gitter stossen sie auch nicht, da das Gitter (via die Phononen) Teil
des Zustandes ist. Somit erfahren die gepaarten Elektronen keinen elektrischen Widerstand:
das Material ist supraleitend.

Die Cooper-Paare haben eine Bindungsenergie von einigen 107 eV. Falls die Temperatur
hoch genug ist (T > Tc), werden die Cooper-Paare durch die thermische Bewegung getrennt
und die Supraleitung bricht zusammen.

1986 wurden keramische Werkstoffe gefunden, die iiber 100 K supraleitend werden. Dafiir
erhielten A. Miiller und J. Bednorz, die am IBM Forschungszentrum Riischlikon arbeiteten,
1987 den Nobelpreis fiir Physik. Solche Materialien konnen mit fliissigem Stickstoff unter Tc
gekiihlt werden und sind supraleitend. Seit der Entdeckung der ersten supraleitenden
Keramiken aus den Elementen Y, Ba, Cu, und O, mit bestimmter Stéchiometrie, wurden
verschiedenste Elementkombinationen hergestellt und getestet. Die bisher hdchsten Sprung-
temperaturen wurden fiir HgBa>CaxCu3Os (134 K) und Hgi2T1zBaszoCazoCussO127 (138 K)
erreicht. Oberhalb der Sublimationstemperatur von Trockeneis (CO2(s), —78.5°C) wird
Supraleitung bei bestimmten Materialien nur unter sehr hohem Druck beobachtet: ein
H2S+CHa4-Gemisch ist bei p=270 GPa bei Raumtemperatur von 14°C supraleitend.

Typ II Supraleiter, Supraleiter-Bahn:

Ein Typ II Supraleiter wird mit fliissigem Stickstoff auf —196°C abgekiihlt und tiber einen Permanent-
magneten placiert. Je nach Symmetrie des Permanentmagnetfeldes ist der Supraleiter in zwei oder drei
Dimensionen fixiert. Im ersteren Fall ist reibungsfreie Bewegung moglich. Die Fixierung kommt durch ein
partielles Eindringen des Magnetfeldes in das supraleitende Material zustande, wo es mit dem Gitter und den

Elektronen einen neuen Quantenzustand bildet (flux pinning).

Hochtemperatur-Supraleiter sind vom Typ II. Wahrend beim Typ I ein dusseres Magnetfeld
tiber einer kritischen Grosse die Supraleitung schlagartig zerstort, erfolgt dies beim Typ II in
zwei Stufen. Unterhalb der ersten kritischen Magnetfeldstdrke verhilt sich der Supraleiter wie
ein Typ I Material, das heisst ein dusseres Magnetfeld kann wegen der supraleitenden Strome
nicht ins Material eindringen (perfekter Diamagnet). Aussere Magnetfeldlinien umfliessen
den Supraleiter vollstdndig. Wird die erste kritische Magnetfeldstérke tiberschritten, so
dringen einige Feldlinien in das Material ein und bilden zusammen mit dem Gitter einen
neuen Quantenzustand. Wird das Material mit Fremdatomen dotiert, so werden die
eingedrungenen Feldlinien an diesen fixiert (flux pinning). Je nach Struktur und Symmetrie
des dusseren Magnetfeldes ist der Supraleiter relativ zum dusseren Feld fixiert oder kann
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bewegt werden. Uberschreitet die dussere Magnetfeldstirke einen héheren kritischen Wert,
bricht die Supraleitung zusammen.

Einige Elemente zeigen auch bei niedrigsten Temperaturen keine Supraleitung. Dazu gehoren
Cu, Ag und Au. Diese drei Elemente haben als Festkorper ein kubisch-flachenzentriertes
Kiristallgitter, bei welchem die Kopplung von Cooper-Paaren mit den Phononen (Gitter-
schwingungen) nicht zustande kommt. Allerdings weisen auch Al, Ir, Ni, Pb und Pt dieselbe
Gitterstruktur auf: Al Ir und Pb werden unterhalb von 1.2 K, 0.14 K und 7.19 K supraleitend.

3.6.7 Ladungstransport in dotierten Halbleitern und Dioden

Dass bei bestimmten Materialien der elektrische Widerstand von der Richtung des Strom-
transports abhédngig ist, wurde bereits durch F. Braun 1874 entdeckt. Die technische Losung,
Strom nur in eine bestimmte Richtung zu transportieren, wurde durch J. A. Fleming 1904 mit
seiner Erfindung der Elektronenréhre realisiert. In der Elektronenréhre wird dies durch eine
spezielle Anordnung von metallischen Leitern, elektrischen Feldern, und Ladungstrigern
ermoglicht. Der Ladungstransport erfolgt durch freie Elektronen im Vakuum.

Rohrendiode:

In einem Vakuum wird zwischen einem Pol und einem diinnen Wolframfaden, der zum Gliihen gebracht wird,
eine Spannung angelegt. Falls der Pol auf einem hoheren Potential liegt, wandern die Elektronen vom
Wolframfaden zum Pol: die Diode leitet. Falls der Pol auf niedrigerem Potential liegt, ist die Elektronenwolke
um den Glithfaden lokalisiert und es fliesst kein Strom: die Diode sperrt. Fiir kleine positive Spannungen ist
die Rohre ein Ohmscher Widerstand, fiir grosse Spannungen tritt Sattigung auf, da die Anzahl Elektronen, die

aus dem Wolfram gelost werden konnen, durch die Temperatur des Wolframfadens limitiert ist.

Elektronen nur in eine bestimmte Richtung transportieren zu kénnen, ist von grosster
technischer Bedeutung. Es ist die Basis von elektronischen Rechenanlagen. R6hrendioden
ermdglichen dies, sind jedoch durch ihre Grosse und Empfindlichkeit (Betriebstemperatur)
umsténdlich. Die Miniaturisierung der Diode kann mit Halbleitermaterialien realisiert werden.

Ein reiner Halbleiter (z.B. Si) ist selbst bei hoher Temperatur kein guter Leiter. Deshalb
"dotiert" man den reinen Halbleiter mit Fremdatomen. Si verhélt sich im Kristall als 4-
wertiges Atom, das heisst dass die Bindung im Gitter durch 4 Elektronen erfolgt. Baut man
nun beispielsweise ein 5-wertiges Phosphor-Atom ins Gitter ein, ist eines der 5 Valenz-
elektronen nicht an der Bindung im Gitter beteiligt und deshalb nur lose gebunden. Das
Phosphor-Atom wirkt als Donator eines Elektrons. Baut man hingegen 3-wertiges Bor-
Atom ein, bleibt eine Doppelbindung unvollstindig besetzt und akzeptiert dort leicht ein
Elektron. Bor ist im Si-Gitter ein Akzeptor eines Elektrons. In beiden Féllen werden freie
Ladungstrdager durch Dotation dem Material zugefiigt: der Donator bringt negative
Ladungstrager (Elektronen), der Akzeptor positive Ladungstrager (Locher).

n-Typ Halbleiter: Hat Donatoren. Die elektrische Leitung erfolgt durch Elektronen im
Leitungsband (Fig. 3.10). (negative Ladungstriger)

p-Typ Halbleiter: Hat Akzeptoren. Die elektrische Leitung erfolgt durch sogenannte Locher
im Valenzband (Fig. 3.10). (positive Ladungstréger)
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Leitungsband
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1.12eV
L O—O—0O—0O—0O— Akzeptoren  Figur 3.10: Schematische Darstellung der
Wirkung von Donatoren und Akzeptoren in Si.
Die Donatoren liegen nur 0.044 eV unter dem
Valenzband Leitungsband, die Akzeptoren nur 0.045 eV
iiber dem Valenzband.
E

Im n-dotierten Halbleiter sind zusitzliche Elektronen bewegliche Ladungstrager , im p-
dotierten Halbleiter sind es fehlende Elektronen, sogenannte Locher (Fig. 3.11). Werden nun
ein n-dotierter und ein p-dotierter Halbleiter zusammengefiigt, so ziehen sich die beweglichen
ungleichnamigen Ladungstrdger an, das heisst Elektronen und Locher diffundieren Richtung
Kontaktflache. Dort bilden sie eine Ladungs-Doppelschicht von Elektronen im n-dotierten
Teil und Locher im p-dotierten Teil. Dies bezeichnet man als Raumladungszone. Teilweise
konnen einzelne Elektronen gegeniiberliegende Locher besetzen, das heisst es findet
Rekombination statt. Somit diffundieren Locher an der Grenzschicht in den n-dotierten
Halbleiter, Elektronen in den p-dotierten Halbleiter, womit der n-Teil leicht positiv und der p-
teil leicht negativ aufgeladen wird.

n-dotiert p-dotiert . .

— - - ® P Atom im Si Gitter
® ® @ O +@*0 .0 © © B Atom im Si Gitter
® ® ® ® o o 0+ + Loch (beweglich)

- - - * * ~  Elektron (beweglich)
— — —|+ +
® ® & 6 | ©+0,0 © Elektron und Loch
® @ ‘® ® |, 0 0 © rekombiniert
- _ - + +

Figur 3.11: Im n-dotierten Halbleiter sind einzelne Si-Atome durch 5-wertige Fremdatome (P), im p-dotierten
Teil durch 3-wertige Fremdatome (B) ersetzt. Die unbeweglichen Fremdatome und ihre Ladungen sind in
Kreisen dargestellt. Die beweglichen Ladungstrdger im n- und p-dotierten Teil sind als + und — bezeichnet.
Durch Zusammenfiigen eines n-dotierten und p-dotierten Halbleiters entsteht an der Kontaktfldche eine
Ladungsdoppelschicht. Einige Elektronen diffundieren in die Locher im p-Teil, und einige Locher diffundieren
in den n-Teil.

Dieser leichte Ladungsunterschied erzeugt ein elektrisches Feld, das im Gleichgewicht gerade
das elektrische Feld der Raumladungszone um die Kontaktfliche authebt. Damit ist die
Beweglichkeit der Elektronen im p-Teil und der Lécher im n-Teil nun stark reduziert.

Das Zusammenfiigen eines n- und eines p-dotierten Halbleitern an einer Kontaktflache flihrt
zu einer erstaunlichen Entdeckung, die die Technik des 20. Jahrhunderts revolutioniert hat:
die Halbleiterdiode.

Abhingig von der angelegten Spannung transportiert eine np-Halbleiterdiode Strom mit
geringem Widerstand, oder sie sperrt, das heisst sie ist ein Isolator (Fig. 3.12).
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Figur 3.12: Die Halbleiterdiode besteht aus einem n-dotierten Teil und einem p-dotierten Teil. Je nach Polung
der angelegten dusseren Spannung sperrt die np-Diode (oben), oder sie leitet einen elektrischen Strom I (unten).
Im n-Teil leisten driftende Elektronen den Ladungstransport, im p-Teil driftende Locher. Elektronen und Locher
rekombinieren kontinuierlich an der Kontaktflache. Die Spannungsquelle deckt diesen "Verlust" an
Ladungstrédgern durch Nachliefern von Elektronen am Minus-Pol, bzw. Locher am Plus-Pol.

Wird nun das hohe Potential an den n-Teil gelegt, so wandern die Elektronen im n-Teil nach
links und die Locher im p-Teil nach rechts (Fig. 3.12 oben). Die Ladungsdoppelschicht an der
Kontaktfliche entleert sich. Durch das Auseinanderdriften der Ladungstréger im n-Teil und
im p-Teil entsteht ein elektrisches Feld, das dasjenige der angelegten Spannung gerade
aufthebt. Die np-Diode sperrt.

Wird jedoch die Spannung umgekehrt an den np-Halbleiter angelegt, also der Plus-Pol beim
p-dotierten Teil, so bewegen sich die Elektronen im n-dotierten bzw. Locher im p-dotierten
Teil zur Kontaktflache hin (Fig. 3.12, unten). An der Kontaktfldche findet durch Diffusion der
Ladungstrager Rekombination statt. Die Elektronen im n-Teil fiillen die benachbarten Locher
des p-Teils. Elektronen werden von der Spannungsquelle am n-Teil nachgeliefert, ebenso
Locher am p-Teil, d.h. Elektronen werden am p-Teil der Spannungsquelle wieder zugefiihrt.
Die technische Stromstérke durch die Diode ist vom p-Teil zum n-Teil gerichtet.

3.6.8 Ladungstransport in Gasen

Gase sind gewdhnlich schlechte elektrische Leiter. Die Leitfdhigkeit hiangt, wie bei
Elektrolyten, von der Konzentration der Ionen ab. Geschieht die Ionisation der Gase durch
dussere Einwirkungen (UV-Licht, radioaktive Strahlung) spricht man von unselbstdndiger
Gasentladung. Die Bildung von Ionen und die Rekombination bilden ein Gleichgewicht, so
dass die Zahl der Ladungstréger konstant ist. Dieser Prozess wird bei einem Zahlrohr zum
Nachweis schwacher radioaktiver Strahlung (z.B. '“C-Datierung) oder bei der Vakuum-Réhre
beniitzt.

Bei einer selbstindigen Gasentladung werden die Gase durch die Bewegung ihrer eigenen
Molekiile, bzw. schon vorhandener Ionen selbst ionisiert. Die Stossionisation tritt bei Glimm-
Leuchtstoff- und Hochdrucklampen oder in einem Blitz auf.
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Proportionalitit
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Figur 3.13: Strom-Spannungscharakteristik bei einer
unselbstindigen Gasentladung.
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Bei der unselbstindigen Gasentladung unterscheidet man drei Bereiche (Fig. 3.13). Bei
kleinen Spannungen steigt die Stromstérke mit der angelegten Spannung proportional, da die
Driftgeschwindigkeit der Ladungstréger im Gas, analog wie beim Elektrolyt (3.17), mit der
angelegten Spannung ansteigt. Das Gas befindet sich im Proportionalbereich. Wird die
Spannung erhoht, so werden die Ionen abgesaugt, bevor sie rekombinieren. Alle gebildeten
Ionen erreichen die Elektroden. Der Sattigungsstrom héngt also nicht mehr von der
angelegten Spannung ab, sondern nur von der lonenbildungsrate. Auf diesem Prinzip beruhen
Dosismessgerite (Geiger-Miiller-Zdhler). Hochenergetische Teilchen, wie sie beim
radioaktiven Zerfall eines Kernes entstehen, ionisieren das Gas im Zahlrohr. Wird das
Zahlrohr im Sattigungsbereich betrieben, ist der gemessene Strom proportional zur Anzahl
der ionisierenden Teilchen.

Bei noch hoherer Spannung werden Stossionisationslawinen ausgeldst, und der Strom steigt
wieder mit ansteigender Spannung. Dabei spielt die elektrische Feldstdrke des angelegten E-
Feldes, sowie die freie Weglidnge, die durch den Gasdruck und Temperatur bestimmt ist, eine
Rolle. Ist die im elektrischen Feld aufgenommene Energie (W =q-E- /) grosser als die

Ionisationsenergie, so entstehen immer wieder neue Ionen im Gas. Die Entladung ist jedoch
noch immer unselbstindig, da stindig neue Elektronen nachgefiihrt werden miissen.

Die selbstdndige Gasentladung ist dhnlich zur unselbstéindigen im Stossionisationsbereich
(Fig. 3.13). Die lonisation durch Sekundirionen und Elektronen erfolgt lawinenartig und kann
durch die immer vorhandenen wenigen Elektronen, erzeugt durch die Hintergrundstrahlung,
ausgelost werden. Es braucht Vorwiderstdnde, um den Strom zu begrenzen. Gasentladungs-
lampen sind weit verbreitet in der Beleuchtungstechnik.



Physik 2 57

3.7  Spannungs- und Stromquellen (ohne Induktion)
3.7.1 Reibungselektrizitiit

Bei der Reibungselektrizitat handelt es sich im Grunde um eine Kontaktspannung. Die
Reibung dient nur dazu, zwei verschiedene Materialien auf einer moglichst grossen Fliche in
engen Kontakt zu bringen. Der Abstand zwischen den Materialien muss von der gleichen
Grossenordnung sein wie der Abstand in einem Festkdrper zwischen Atomen (Grossen-
ordnung 107! m). Kommen zwei Materialien an einer Fliche in Kontakt, so bildet sich eine
Ladungsdoppelschicht (Grundlage der np-Diode, siehe 3.6.2¢), wo einzelne Ladungstriger in
das andere Material diffundieren und sich die Materialien dann leicht entgegengesetzt
aufladen.

Die Doppelschicht erzeugt eine Potentialdifferenz iiber die Kontaktflache, die im
Gleichgewicht die Diffusion von Ladungstrigern schliesslich unterdriickt. Dies wird als
Kontaktspannung bezeichnet, die bei allen Materialpaaren auftritt.

Werden die Materialien wieder getrennt, so verbleiben die diffundierten Ladungstrager im
anderen Material, falls es sich um Isolatoren handelt. Das ist die Ursache fiir die Ladungs-
trennung, die beim Reiben eines Katzenfells am PVC Stab (negative Ladung), sowie eines
Seidentuchs am Glasstab (positive Ladung) festgestellt wurde (siehe 2.1). Dabei wird
dasjenige Material mit der grosseren Dielektrizitdtskonstanten positiv aufgeladen.

Die Kontaktspannungen zwischen zwei Materialien sind in der Gréssenordnung 1 V. Nimmt
man an, dass diese Potentialdifferenz bei einer Entfernung der beiden Materialien von 107" m
herrscht, steigt die Spannung beim Vergrdssern des Abstandes auf 0,01 m auf 108V an, da
sich die Kapazitit um den Faktor 10® verkleinert. In der Realitéit kann nie die ganze Fliche in
innige Beriihrung gebracht werden, und ein Teil der Ladung wird auch beim Trennen von
Isolatoren ausgeglichen. Man erreicht aber Potentialdifferenzen von 10° V. ,,Reibungs-
elektrizitit™ ergibt hohe Spannungen, aber nur geringe Ladungsmengen und entsprechend
kleine Strome. Die hohen Spannungen, die beim Trennen von Isolatoren entstehen, konnen
Funkenentladungen auslésen (Ausziehen eines Wollpullovers {liber synthetischer Wésche).

3.7.2 Elektrizitit in der Atmosphdiire

An wolkenlosen Tagen misst man auf flachem Terrain eine elektrische Feldstdrke von rund
E,=-130 Vm™! (die z-Achse zeigt nach oben). Der Vektor des elektrischen Feldes zeigt

senkrecht nach unten. Die Erdoberflache trigt also eine negative Ladung. Der Betrag der
Feldstirke nimmt mit zunehmender Héhe schnell ab und betriéigt noch ca. 25V m™ in 2 km
Hoéhe. Die Luft enthdlt Ladungstrager (Ionen, geladene Wassertropfchen und Aerosole) und

ist deshalb schwach leitend mit einer spezifischen Leitfahigkeit 6 =~ 2.5- 1074a.vt.m™.
Aufgrund des elektrischen Feldes driften die positiven Ladungstrager zur Erdoberfliche, was
man als elektrische Stromdichte in z-Richtung messen kann:

j,=c-E,~=3-10"?A-m™2 .

2

Die negative Ladungsdichte an der Erdoberfldche betrdgt rund ¢ =—-1.2- 10°A-s-m™2.In

der Ionosphire, auf ca. 80 bis 1000 km Hohe, entstehen durch die kosmische Strahlung und
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den Sonnenwind kontinuierlich positive Ladungstridger O und H". Der Strom j, wiirde innert

weniger Minuten die negative Ladung an der Erdoberfliche neutralisieren. Das heisst, dass
der Erdoberfldche stets neue negative Ladungstriger zugefiihrt werden miissen. Die negative
Ladung wird der Erde durch die weltweite Gewitteraktivitit geliefert. Einzelne Blitze bringen
negative Ladungen auf die Erdoberfldche (20 bis 30 C pro Blitz). Im globalen Mittel
kompensiert der Ladungstransport in Blitzen die geringe Stromdichte j,, die in Form von

positiv geladenen Aerosolen und Ionen an den iibrigen Orten fliesst.

In einer Gewitterwolke entwickeln sich starke vertikale Luftstrome, die kleinste Wasser-
tropfchen, Eiskristalle und Aerosole auf 6 bis 7 km Hohe transportieren. Kleinere Tropfchen
aggregieren zu grosseren, die bei gentigend Gewicht beginnen, nach unten zu fallen — es
entsteht Regen. Der fallende Tropfen befindet sich im zur Erde gerichteten E-Feld, und somit

bildet der Tropfen einen induzierten Dipol p; 4 T E: die Unterseite des fallenden Tropfens

ist positiv geladen. Beim Fall trifft der Tropfen zufillig auf positiv und negativ geladene
Teilchen. Die positiven Ladungen werden von der der Stromung zugewandten Oberflache des
Tropfens abgestossen, die negativen werden angezogen und "eingesammelt". Der Tropfen
1adt sich also beim Fallen negativ auf! Das fiihrt dazu, dass eine voll entwickelte Gewitter-
wolke an ihrer Unterseite stark negativ aufgeladen ist. Zwischen Wolkenunterseite und der
Erdoberfliache entsteht eine Potentialdifferenz von 20 bis 100 MV. Wird die Durchschlags-
spannung Uberschritten, entsteht ein "Ladungsschlauch", der die Erdoberflache mit der
Gewitterwolke verbindet. Durch diesen Leiter fliesst dann die negative Ladung innerhalb von
einigen 107 s zur Erdoberfliche ab. Die Entstehung und der zeitliche Verlauf eines Blitzes ist
jedoch ein komplexer Vorgang, auf den wir hier nicht néher eingehen.

3.7.3 Galvanische Elemente

Taucht man ein Metall in einen Elektrolyten, gibt das Metall positive lonen ab. Es entsteht
eine elektrische Doppelschicht zwischen positiv geladenem Elektrolyt und negativ geladenem
Metall. Die Spannungsdifferenz bei Losungsgleichgewicht kann nur mit einer zweiten
Elektrode gemessen werden. Als {ibliche Referenz wird die Standardwasserstoffelektrode
verwendet. Sie besteht aus einem mit Wasserstoffgas umspiilten Platinstab, der in einen
Elektrolyten getaucht ist.

Galvanisches Element Cu-Zn:
Zwischen einem Cu- und einen Zn-Stab in Leitungswasser wird eine Spannung von 0.9 V gemessen. Beide
Stéibe sind von einer Schicht Cu?*, bzw. Zn*" Ionen mit Hydrathiille umgeben. Da Zn Elektronen leichter

abgibt, entsteht ein Uberschuss von Zn?' Ionen relativ zu Cu?*. Somit liegt das hohe Potential bei Cu.

Die elektrochemische Spannungen (elektrochemische Spannungsreihe) beziiglich der
Standardelektrode betragen fiir einige wichtige Metalle:

Li/Li* -3.05V

Zn/Zn** -0.76 V Cu/Cu™ +0.34V
Fe/Fe™ -041V Ag/Ag" +0.80 V
cd/cd™ ~0.40 V Hg/Hg™ +0.85V
Ni/Ni** -0.23V Pt/Pt"* +1.20V

Pb/Pb*" -0.13V Au/Au’ +1.69 V
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Negative Normalspannung bedeutet, dass das Metall gegeniiber der Wasserstoffelektrode in
Losung geht. Positive Normalspannung heisst, dass aus dem Elektrolyten, in welchem die
entsprechenden Metallionen gelost sind, diese am Metallstab abgeschieden werden. Werden
zwei Metalle in einem Elektrolyten verbunden, so geht das unedlere Metall (kleinere Normal-
spannung) in Losung, zum Beispiel Zn gegeniiber Cu. Taucht man einen Fe-Stab in ein
CuSOs4 Bad, so lagert sich am Fe-Stab eine diinne Cu-Schicht ab.

Aus der Kombination von verschiedeneren Metallen oder Metallverbindungen und geeigneten
Elektrolyten konnen Spannungsquellen gebaut werden. Grundsitzlich basieren galvanische
Elemente auf Redox-Reaktionen von Metallen an den Elektroden. Man unterscheidet
sogenannte Primdrelemente, die nicht aufladbar sind, und Sekundérelemente oder
Akkumulatoren, die wieder aufladbar sind. Einige wichtige Priméarelemente sind:

Klassisches Zink/Braunstein Element (Leclanché)

Pole: + MnOy; — Zn

Reaktion: Zn + 2MnO; + 2NH4Cl — 2MnO(OH) + Zn(NHj3)2Cl»
Nennspannung: 1.5 V

Energiedichte: 25 - 70 Wh kg

Zink/Braunstein Element (Alkali-Mangan Batterie)

Pole: + MnOy; — Zn

Reaktion: Zn +2MnO; + 2H,0 +20H- — 2MnO(OH) + [Zn(OH)4]*
Nennspannung: 1.5V

Energiedichte: 80 - 120 Wh-kg !

Zink/Quecksilber

Pole: + HgO; — Zn

Reaktion: Zn + HgO — Hg+ ZnO
Nennspannung: 1.35V
Energiedichte: 90 - 120 Wh-kg !

Der erste Akkumulator war das Daniell-Element (1836), bei dem ein Cu-Stab eingetaucht in
CuSO04-Losung, mit einem Zn-Stab in ZnSOs-Losung verbunden wird. Die beiden Elektrolyte

sind durch eine pordse Keramikwand getrennt, die fiir SOi_ Ionen permeabel ist. An der Zn-

Elektrode wird Zn oxidiert (Zn — Zn?*+2e") und geht als Zn*" in Lésung, an der Cu-
Elektrode wird Cu reduziert (Cu?**+2e” — Cu), und Cu?* Ionen werden vom Elektrolyten an
der Elektrode abgelagert. Cu ist das edlere Metall als Zn (siche elektrochemische Spannungs-
reihe). Die gemessene Spannung betragt U =+0.34 V — (-0.76 V) = 1.1 V. Das Daniell-
Element kann als Batterie verwendet werden. Wegen dem hohen Innenwiderstand nimmt die
Spannung unter Last jedoch schnell ab (siehe 3.4.2d).

Akkumulatoren mit breiter Anwendung sind:

Blei Akkumulator Nickel/Cadmium Akkumulator

Pole: + PbO,; — Pb Pole: + NiOOH; — Cd

Reaktion: 2PbSO; + H,O <> PbO, + 2H,SO4 + Pb Reaktion: Cd(OH), + 2Ni(OH); «» Cd + 2NiOOH + H,0O
Nennspannung: 2 V Nennspannung: 1.2 V

Energiedichte: 25 - 35 Wh-kg ! Energiedichte: 15 - 45 Wh-kg™!

Lithium-Ionen Akkumulator Lithium-Luft Akkumulator

Pole: + LiMn,0q4; — LixC, Pole: + pordses C; — Li

Reaktion: Lijx + Mn,O4 + LixC,, <> LiMnyO4 +n-C Reaktion: Li + O, <> Li,O,

Nennspannung: 3.7 V Nennspannung: 2.96 V

Energiedichte: 95 - 190 Wh-kg™! Energiedichte: 900 Wh-kg™!
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3.7.4 Kontaktspannung

Um ein Elektron aus einem Metall herauszulosen, wird Austrittsarbeit benotigt, die von der
Gitterstruktur abhédngt (z.B. Wau= 5.1 eV, Wai=4.1 eV). Werden zwei unterschiedliche
Metalle in Kontakt gebracht, so konnen Elektronen vom einen in das andere Metall
"diffundieren". Dabei wandern pro Zeiteinheit mehr Elektronen vom Metall mit niedrigerer
Austrittsarbeit zum Metall mit hoherer Austrittsarbeit, da insgesamt ein energetisch
giinstigerer Zustand erreicht wird.

Auf dem Metall mit hoherer Austrittsarbeit bildet sich eine negative Oberfldchenladung an
der Kontaktflache. Die entsprechend positive Oberflachenladung befindet sich auf dem
anderen Metall. Die beiden Oberflaichenladungen erzeugen ein elektrisches Feld, welches die
Diffusion behindert und bei geniigend Ladung schliesslich unterdriickt . Die Potential-
differenz iiber der Doppelschicht, die Kontaktspannung, ist dann gerade gleich der Differenz
der Austrittsarbeit der beiden Metalle.

3.7.5 Thermoelektrische Spannung

Werden zwei verschiedene Metalle an beiden Enden verbunden und die beiden Kontaktstellen
auf unterschiedlichen Temperaturen T1 und T2 gehalten (Fig. 3.14), baut sich zwischen den
beiden Kontaktstellen eine Thermospannung auf. Die Thermospannungen sind in der
Grodssenordnung 107> V-K! (Seebeck Effekt).
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Figur 3.14: Cu-Konstantan (55% Cu, 44% Ni, 1% Mn)-Cu Thermoelement. In jedem Metall tritt ein
Netto-Elektronenstrom auf in Richtung —VT auf. Der elektrische Widerstand von Cu ist ca. 30 Mal
kleiner als derjenige von Konstantan, somit dominiert der Elektronenstrom von rechts nach links.

Der Effekt beruht auf der Kombination der thermischen Bewegung von Elektronen im Leiter
und der unterschiedlichen Leitfahigkeit der beiden Metalle. Elektronen bewegen sich im
Leiter wie ein Gas ("Elektronengas"): sie driften in der heissen Umgebung schneller, als in
der kalten. An jedem Ort bewegen sich deshalb jene Elektronen, die von der heissen Stelle
kommen, schneller als jene, die von der kalten kommen (Fig. 3.14). Somit resultiert ein Elek-
tronenstrom in Richtung —VT (Thermodiffusion). Im Metall mit der hoheren Leitfahigkeit
(Cu) sind die Strome entsprechend grosser. Werden die Leiterenden iiber einen Widerstand
geschlossen, so fliesst der thermoelektrische Strom. Anwendungen: Temperaturmessfiihler,
Spannungsquelle fiir extrasolare Weltraummissionen (heisser Pol: Plutionium-Block, kalter
Pol: Umgebung).

Thermoelektrische Spannung:
In einen Cu-Draht wird ein Stiick Metalllegierung (Konstantan) in Serie eingebaut. Eine Temperaturdifferenz

zwischen den beiden Grenzflachen verursacht eine Potentialdifferenz zwischen den Enden des Cu-Drahts.




Physik 2 61

3.7.6 Photo-Voltaik Element, Solarzelle

Dotierte Halbleiter sind auch die Grundbausteine der Photovoltaik-Spannungsquelle (Solar-
zellen) und deshalb von zentraler Bedeutung fiir den Umstieg auf erneuerbare Energietréger.
Zwischen einen n- und einen p-dotierten Halbleiter wird eine diinne Si-Schicht gelegt (Fig.
3.15). Wie bereits in 3.6.7 vorgestellt, bilden sich Raumladungszonen an den Kontaktflachen
mit erhohter negativer Ladungsdichte an der Kontaktflache im n-Halbleiter, und entsprechend
umgekehrt im p-Halbleiter. Durch Rekombination in den Raumladungszonen ladt sich der n-
dotierte Halbleiter leicht positiv auf, der n-dotierte Halbleiter leicht negativ.

Licht
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Figur 3.15: Treffen Photonen auf die Si-Schicht, werden Elektronen vom Valenz- ins Leitungsband des Si
gehoben. Damit wandern Elektronen in den n- und Locher in den p-Halbleiter.

Photo-Zelle:
Durch Beleuchtung wird eine Spannung an der Photovoltaikzelle erzeugt. Der Photonenfluss (cos des Winkels

der einfallenden Photonen zum Normalenvektor der Flache) bestimmt die Spannung.

Trifft nun ein Photon auf die Si-Schicht, wird bei geniigender Energie des Photons ein
Elektron im Si-Valenzband iiber die Energieliicke AE ins Si-Leitungsband gehoben. Es
entsteht ein Elektron-Loch-Paar, das sich im E-Feld der leicht geladenen n- und p-Halbleiter
befindet. Das Elektron-Loch-Paar driftet im E-Feld auseinander: das Elektron tritt in den n-,
das Loch in den p-Halbleiter. Somit bildet sich eine Spannung zwischen den Enden des n- und
p-Halbleiters, mit dem hohen Potential am p-Halbleiter.

Der Wirkungsgrad kommerzieller Solarzellen betrégt heute etwa 20-25%. Er ist dadurch
beschrinkt, dass Photonen mit E < AE kein Elektron-Lochpaar erzeugen, und solche mit

E > AE die tiberschiissige Energie als Wéirme abgeben. Schichtet man verschiedene
Materialien iibereinander, so entsteht eine Tandem-Solarzelle, die einen bedeutend hoheren
Wirkungsgrad erzielt (47%). Durch die Wahl verschiedener Materialien mit unterschiedlich
grossen Energieliicken kann ein wesentlich grosserer Energiebereich zur Elektron-Loch
Bildung ausgeniitzt werden kann. Unter Laborbedingungen (monchromatisches Laserlicht)
konnte mit einer Diinnschicht-Photovoltaikzelle bereits ein Wirkungsgrad von 69% erreicht
werden.

3.7.7 Peltier Effekt und Peltier-Element

Der Effekt der thermoelektrischen Spannung kann auch umgekehrt genutzt werden. Fliesst ein
Strom durch eine Grenzfliche zweier unterschiedlicher Leitermaterialien (Metalle, dotierte
Halbleiter), beobachtet man an den Kontaktstellen eine Abkiihlung, bzw. eine Erwdrmung
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(Peltier Effekt). Materialien unterscheiden sich in ihren Fermi-Energien (Metalle: Fig. 3.8,
dotierte Halbleiter: Fig. 3.10). Somit ist bei einem gegebenem elektrischen Strom die Energie-
verteilung, und daher die Driftgeschwindigkeit, verschieden. Die Leitungselektronen nehmen
auch am Wirmetransport teil, denn die Elektronen geben Energie ab, wenn sie beim Material-
iibergang von einem hoheren Energniveau auf ein niedrigeres fallen, z.B. vom Leitungsband
eines Metalls in ein Loch eines p-dotierten Halbleiters. Dies dussert sich als lokalisierte
Wairmequelle am Materialiibergang. Je nach Stromrichtung kann an einer Kontaktstelle eine
Erwédrmung oder Abkiihlung erreicht werden. Ein Peltier-Element besteht aus einem n- und
p-dotierten Halbleiter, meist Bi2Tes, die durch eine Metallbriicke verbunden sind (Fig. 3.16a).

Peltier Effekt:

Durch ein Peltier-Element fliesst ein elektrischer Strom. Auf der Seite, wo die Elektronen vom p-dotierten
Material via eine Metallbriicke ins n-dotierte Material iibertreten, wird eine Abkiihlung gemessen. Wird die
Spannungsquelle umgekehrt gepolt, so erwédrmt sich diese Seite des Peltier-Elements. In Serie geschaltete
Peltier-Elemente konnen einen Wassertropfen gefrieren. Fliesst der Strom danach in die entgegengesetzte

Richtung, schmiltzt der Eistropfen, und bei weiterer Energiezufuhr verdampft er.
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Figur 3.16: (a): Peltier-Element, das aus einem n-dotierten und p-dotierten Halbleiter besteht, welche auf einer
Seite leitend in Serie verbunden sind und deren Enden an einer Spannungsquelle angeschlossen sind. Der
Ladungstransport erfolgt im n-dotierten Halbleiter durch Elektronen und im p-dotierten durch Locher. An den
Grenzflachen des p-Halbleiters verschwinden, bzw. entstehen Locher. (b): Die Serieschaltung von mehreren
Peltier-Elementen ergibt Einheiten, die zur Kiihlung von Mikroprozessoren verwendet werden.

Effiziente Kiihlelemente werden durch in Serie geschalteten Peltier-Elemente realisiert (Fig.
3.16b). Obwohl im Peltier-Element das hohe Potential beim n-dotierten Halbleiter angelegt
ist, kann, im Gegensatz zur sperrenden np-Halbleiterdiode (Fig. 3.12), hier ein Strom fliessen,
da die beiden Halbleiter durch eine Metallbriicke (grau, Fig. 3.16) verbunden sind, wo
genligend Ladungstriager vorhanden sind. Der Peltier Effekt kommt, wie bei den Metallen,
durch die Struktur der Energiebdnder im n- und p-dotierten Halbleiter zustande. Die Energie-
niveaux der beweglichen Ladungstrdger im n- und p-Halbleiter liegen in der Energieliicke
zwischen Valenz- und Leitungsband (siehe Fig. 3.10). Das Energieniveau des Elektrons eines
Donatoratoms befindet sich knapp unterhalb des Leitungsbands, und ist deshalb hoher als das
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Energieniveau des Lochs eines Akzeptoratoms, welches knapp oberhalb des tiefergelegenen
Valenzbandes liegt. Es gilt also fiir die beweglichen Ladungstriger Egjcxion > Erocn - Wenn

das Elektron an der Grenzfliche vom Metall in das Loch im p-Halbleiter tritt, wird

Eneal — Erocn @bgegeben. Gegeniiber tritt aber ein Elektron aus dem n-Halbleiter in die
Metallbriicke ein und nimmt Ey;.i. — Egjekiron @Uf- Netto wird Egjeiiron = Eroch > 0 an die
Umgebung abgegeben: die Stelle erwéarmt sich. Auf der oberen Seite der Halbleiter findet der
umgekehrte Prozess statt: beim Ubertritt der Elektronen vom p-Halbleiter in die Metallbriicke
muss mehr Energie aufgenommen werden, als an der Grenzfldche Metallbriicke/n-Halbleiter
abgegeben wird, also E; ., — Egjexiron <0 Wird abgegeben: hier tritt eine Abkiihlung auf. An

einem einzelnen np-Peltier-Element kann ein Temperaturunterschied von 75 K erzeugt
werden; in Serieschaltung (Fig. 3.16b) sogar bis zu 120 K.

3.7.8 Piezoelektrische Spannung

Werden Kristallgitter mechanisch verformt, so verschieben sich die Ladungswolken der
Gitteratome, und es bilden sich elektrische Dipolmomente, die makroskopisch als Ober-
flaichenladungen, bzw. als Potentialdifferenzen messbar sind (Fig. 3.17, mitte). Der piezo-
elektrische Effekt hingt von der Orientierung des Kristallgitters ab.

Piezoelektrische Spannung am Bergkristall:
Ein Kristallstab (Si0») wird in einen Schraubstock eingespannt. Die Kompression fiihrt zu einer messbaren
Spannung. Die erreichten Feldstérken sind im Bereich von 10° V/m! Die Oberflichenladungen an den

Kompressionsflachen kdnnen tiber eine Funkenstrecke abgefiihrt werden (Anwendung: Feuerzeug).

Umgekehrt erzeugt eine an Kristallflachen angelegte Potentialdifferenz Verformungen
(10°m) des Kristallgitters. Das ist die Grundlage des Rastertunnel-Mikroskops, das von Gerd
Binning und Heinrich Rohrer (IBM Riischlikon) entwickelt und mit dem Nobelpreis fiir
Physik 1986 ausgezeichnet wurde.
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Figur 3.17: Wird ein Bergkristall (SiO,) komprimiert, so kann je nach Orientierung der Kompression relativ
zum Kristallgitter eine Potentialdifferenz zwischen den Druckflachen gemessen werden. Die elektronegativen O-
Atome werden bei der vertikalen Kompression zwischen die elektropositiven Si-Atome geschoben, so dass sich
an der oberen Flache eine positive Flachenladung bildet. Im Kristall liegt dann ein nach unten gerichtetes E-Feld
vor. Bei der horizontalen Kompression ist das E-Feld parallel zu den Druckfldchen gerichtet. Die Potential-
differenz ist 0.




64 Physik 2

4. MAGNETISMUS
4.1 Charakterisierung magnetischer Felder

Die besonderen physikalischen Eigenschaften von Magnetit (Fe3O4) wurden bereits vor tiber
3000 Jahren in China entdeckt. Dabei beobachtete man, dass Magnetit Krifte auf bestimmte
Materialien ausiibt. Die Ursache dieser Kréfte kann mit einem Feld beschrieben werden. Dazu
fiihrt man das Magnetfeld ein; spezifischere Bezeichnungen fiir diese Felder werden unten
erwahnt.

Magnetnadeln im Feld eines Stabmagneten:

Wird eine Magnetnadel in das Feld eines Stabmagneten gebracht, so dreht sich die Nadel und richtet sich
entlang der Stabachse aus: es wirkt ein mechanisches Drehmoment auf die Nadel. Ein Gitter von kleinen
Magnetnadeln zeigt den Verlauf des Magnetfelds an, das von einem Stabmagneten verursacht wird. Die
Feldlinien des Magnetfeldes verlaufen analog zu den Feldlinien eines elektrischen Dipols: die Linien beginnen

an einem Stabende und miinden in das andere. Der Stabmagnet wird als magnetischer Dipol bezeichnet.

Die Magnetnadel kann als Vektor beschrieben werden. Da auf eine Magnetnadel in einem
Magnetfeld ein mechanisches Drehmoment wirkt, konnen wir die Nadel als magnetisches
Dipolmoment auffassen. Wir nutzen nun den Formalismus, der bereits in der Elektrostatik

(Abschnitt 2.8) vorgestellt wurde, und fithren analog zum elektrischen Feld E und dem
elektrischen Dipolmoment p das magnetische Feld B und das magnetische Dipolmoment
(oder magnetisches Moment) m ein. Dann gelten folgende formale Analogien:

Elektrostatik Magnetismus

elektrisches Feld E magnetisches Feld B

elektrisches Dipolmoment p magnetisches Dipolmoment  m
mechanisches Drehmoment M= px E mechanisches Drehmoment M=mxB
Kraft im inhomogenen Feld F= (p: ?)E Kraft im inhomogenen Feld ~ F = (m- v)B

Eine Magnetnadel in Ruhe zeigt die Richtung des magnetischen Feldes an: B 17T m . Diese
Beobachtung legt die Richtung des magnetischen Feldes fest. Man hat historisch jenes Ende
von Magnetnadeln, das gegen Norden zeigt, als magnetischen Nordpol, die Gegenseite als
magnetischen Siidpol bezeichnet. Eine andere Betrachtungsweise des magnetischen Dipol-
moments, ausgehend vom mechanischen Drehmoment, wird in Abschnitt 4.4 vorgestellt.

Dass magnetische Felder eng mit Ladungen verkniipft sind, hat Christian Oersted bereits 1820
beobachtet: Eine Magnetnadel richtet sich in der Néhe eines stromfiihrenden Drahts aus. In
der Elektrostatik sind ruhende elektrische Ladungen die Ursache elektrischer Felder. Offenbar
sind bewegte elektrische Ladungen die Ursache fiir magnetische Felder. Das gilt auch auf
atomarer Ebene: ein resultierender Drehimpuls der Elektronenwolke des Atoms ist "bewegte
Ladung" und erzeugt ein magnetisches Moment und ein zugehoriges Magnetfeld.
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Bis heute wurden keine magnetische Ladungen, also magnetische Monopole, gefunden. Aus
diesem Grund unterscheiden sich die Strukturen elektrischer und magnetischer Felder.
Trotzdem gibt es viele formale Analogien.

Eine ruhende Ladungsverteilung bewirkt ein elektrisches Feld. Ein elektrisches Feld iibt eine
Kraft auf elektrische Ladungen aus. Man stellt fest:

o Eine bewegte elektrische Ladung oder ein Strom hat ein magnetisches Feld zur Folge.

¢ Ein magnetisches Feld {ibt eine Kraft auf eine bewegte elektrische Ladung bzw. auf
einen stromfiihrenden Leiter aus.

Elektrische und magnetische Felder hdngen eng zusammen. Das wird klar, wenn die Wirkung
eines magnetischen und elektrischen Feldes im Raum von einem ruhenden und einem
bewegten Beobachter beschrieben wird (siche Abschnitt 4.2.4).

Zur Beschreibung des magnetischen Feldes verwendet man die magnetische Induktion B,
weitere Bezeichnungen sind B-Feld, magnetisches Feld oder magnetische Flussdichte, sowie

das Feld H .

Das fundamentale magnetische Feld, das Kréfte ausiibt, wird durch die Grosse B dargestellt,
wihrend H nur den durch makroskopische Strome I erzeugten Teil des magnetischen Feldes
beriicksichtigt. Wie die dielektrische Verschiebung D (siche Abschnitt 2.9.1) ist auch H eine

praktische Rechengrosse, wenn magnetische Felder in Materie untersucht werden. Fiir das H -
Feld miissen die mikroskopisch induzierten Strdme nicht berticksichtigt werden.

Im Vakuum gilt:

B 0 . 6 V-s
Byakwum = Mo H Ho=4-m-1 —:1'257'106H (4.1)

o ist die magnetische Feldkonstante.

Die Einheit der magnetischen Induktion B ist Tesla: [
Die Einheit des H -Felds ist: [

Q
()
—
o
dn
—

Grossenordnungen:  Erdmagnetfeld:
grosse Elektromagnete: T
grosste Magnete fiir MRI: = 10 T
Bitter Magnet ~ 45 T

Q
l\) .

Analog zu den elektrischen Feldern werden magnetische Felder mit Hilfe von magnetischen
Feldlinien dargestellt. Magnetische Feldlinien sind geschlossen. Der Vektor der
magnetischen Induktion B ist in jedem Punkt tangential zu den magnetischen Feldlinien. An
Orten hoher Feldliniendichte herrschen starke Magnetfelder.
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4.2  Kraft auf bewegte elektrische Ladungen

4.2.1 Lorentzkraft

Stromfiihrender Draht im Magnetfeld:

In einem vertikal gerichteten Feld eines Permanentmagneten liegt ein diinner Metallstab auf einem Gleis.
Fliesst ein Strom durch den Metallstab, so wird dieser beschleunigt. Es wirkt also eine Kraft, deren Richtung
senkrecht zur Stromrichtung und zum Magnetfeld ist. Bei umgekehrter Stromrichtung, bzw. Magnetfeld,

wechselt die Kraft das Vorzeichen.

Aus dem Experiment stellt man fest:

e Die Kraft steht senkrecht zur Stromrichtung und ist proportional zur Stromstérke.
e Die Kraft tritt nur bei bewegten Ladungen auf.
e Die Kraft steht senkrecht zum Magnetfeld und ist proportional zu seinem Betrag.

Aus diesen Tatsachen kann folgende Vektorgleichung aufgestellt werden:

F = q(vxB) (4.2)

wobei: elektrische Ladung

Geschwindigkeit der elektrischen Ladung q

oo <

magnetisches Feld, in dem sich die Ladung q bewegt

Diese Kraft heisst Lorentzkraft. Die Lorentzkraft leistet keine Arbeit, da sie immer senkrecht
zur Bewegungsrichtung steht. Gleichung 4.2 kann umgekehrt auch als Definition der
magnetischen Induktion und ihrer Masseinheit aufgefasst werden. Das Magnetfeld wird also
iber seine mechanische Wirkung auf bewegte elektrische Ladungstriger definiert.

Die elektrische Ladung kann sich im Vakuum, in einer Fliissigkeit (Ionen), oder in einem
elektrischen Leiter (freie Elektronen) befinden.

Wir betrachten nun die Kraft auf elektrische Strome:

n:  Ladungstrigerdichte (Anzahl Ladungen pro Volumen)

j=n-q-
I=n-q-v-A A:  Querschnittsfliche des Leiters (senkrecht zu v)

< <

In einem Leiterstlick infinitesimaler Lange d/ hates n-A-d/ Ladungstriger. Sie bewegen

sich entlang der Leiterachse. Auf die Ladungstrdger im infinitesimalen Leiterstiick wirkt die
infinitesimale Lorentzkraft:

dF=n-q‘A-d£-\7xI§=n-q-A-V~d_lZ><]§ 4.3)
dF=1-d/xB (4.4)

Die Richtung der Kraft ergibt sich, wie auch fiir (4.2), aus der Dreifingerregel der rechten
(positive Ladungen), bzw. der linken Hand (negative Ladungen).
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4.2.2 Bahnen von Punktladungen im homogenen Magnetfeld

Auf eine Punktladung im elektrischen und magnetischen Feld wirkt insgesamt die Kraft:

F = q-(E + vxB) (4.5)

Als Beispiel betrachten wir ein Elektron, das mit der Geschwindigkeit v in ein senkrecht zu
v stehendes, homogenes Magnetfeld geschossen wird (Fig. 4.1).

Bahnkurven von Elektronen im homogenen Magnetfeld:

In einem durch zwei Helmholtz-Spulen erzeugten nahezu homogenen Magnetfeld befindet sich ein Kolben,
in dem aus einer Glithkathode Elektronen beschleunigt werden. Treten diese in das Magnetfeld, wirkt die
Lorentzkraft auf sie. Da sie senkrecht zur Geschwindigkeit steht, beschreiben die Elektronen eine Kreisbahn.
Die Bahnkurve wird durch Stossanregung des H»-Gases im Kolben sichtbar gemacht. Die Erh6hung der
Beschleunigungsspannung, bzw. die Abschwichung der magnetischen Induktion erhoht den Radius der

Bahnkurve.

Die Feldlinien des magnetischen Feldes zeigen, wie durch die Kreuze angedeutet, senkrecht
in die Papierebene hinein. Die Lorentzkraft steht senkrecht zur Geschwindigkeit und zum
Magnetfeld; sie wirkt als Zentripetalkraft. Der Betrag der Lorentzkraft ist konstant, da das B-
Feld homogen ist, und der Geschwindigkeitsbetrag konstant ist (FL leistet keine Arbeit, also
Exin = konst.).

® ® ® ® B

®
®
®

\ /
A - _ - ’ Figur 4.1: Kreisbahn eines Elektrons in einem homogenen
® ®  ~® ® Magnetfeld, das senkrecht zur Bewegungsrichtung steht.
— — — m . V2
F =q-vxB=-e-vxB F,= =F, =q-v-B
r
- - m-v
F =F, > Br=—2"'=P (4.6)
q

Da der Geschwindigkeitsbetrag konstant ist, &ndert sich der Radius r nicht, und das Elektron
beschreibt eine Kreisbahn. Ein Gemisch von geladenen Teilchen mit unterschiedlicher Masse
m; und Ladung q; wird nun in einem homogenen E-Feld berschleunigt. Die kinetische

Energie eines Teilchens ist dann
2
Epin =3-m;-v;" =q;-Up , (4.7)

wobei Uy die Beschleunigungsspannung ist. Aus (4.6) und (4.7), nach r aufgeldst, folgt
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r2:2.UB.& .
B® q;

(4.8)

1

Der Bahnradius des Teilchens i nimmt zu, wenn Up erhoht oder B reduziert wird. Teilchen

gleicher Ladung, jedoch unterschiedlicher Masse, bewegen sich auf Kreisbahnen, deren
Radien mit der Masse'”? zunehmen. Sie kénnen somit riumlich getrennt und detektiert
werden. Das ist das Prinzip der Massenspektrometrie.

Wir betrachten nun nur eine Sorte Teilchen mit Masse m und Ladung q. IThre Umlaufzeit auf
der Kreisbahn betrdgt T=2-m-1/v =2-1/ 0z, also

Oz = % = % ‘B . Zyklotronfrequenz (4.9)

Die Zyklotronfrequenz ist unabhédngig von r und Ug. In einem Zyklotron werden Ladungen q

auf sehr hohe Geschwindigkeiten beschleunigt. Das Zyklotron besteht aus einer flachen,
zylindrischen Vakuumkammer, die in zwei Kreishélften geteilt ist, die auf unterschiedlichem
Potential liegen. Im Zwischenraum der Kreishélften liegt die Spannung U; dort gewinnen die
Ladungen AE,;, =q-U und vergrossern nach (4.8) ihren Bahnradius. Nach einer halben

Umdrehung muss die Ladung durch —U fliegen, um nochmals AE;;, zu gewinnen. Das wird

realisiert, indem eine Wechselspannung U mit der Zyklotronfrequenz wy,, angelegt wird.

Anwendung: Teilchenbeschleuniger, Herstellung von pharmazeutischen Radionukliden,
Protonentherapie.

4.2.3 Halleffekt

Fliesst elektrischer Strom durch einen Leiter, der sich in einem Magnetfeld befindet, wirkt auf
jeden einzelnen Ladungstriger eine Lorentzkraft. Die Ladungstriager verschieben sich dann im
Leiter senkrecht zur Stromrichtung so lange, bis die Lorentzkraft durch die Kraft auf die
Ladungen q im elektrischen Feld, das durch die Ladungsverschiebung entsteht, aufgehoben
wird:

q'EH :FL :q'(VXE) .
Geschwindigkeiten und Kréfte sind in Figur 4.2 fiir positive und negative Ladungstrager
skizziert. Auf der unteren und oberen Deckfliche des Quaders bildet sich eine Oberflidchen-
ladung. Es besteht also eine Potentialdifferenz iiber die Distanz b, die gemessen werden kann.

Diese Potentialdifferenz wird als Hall-Spannung bezeichnet.

Die mittlere Driftgeschwindigkeit der Ladungstriger, wenn es nur eine Sorte hat, betrigt:

j I
=— also v=——-—
n-q n-q-b-d

Somit erhalten wir:
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I-B
Ey=q-—=F, =q-v-B= ,
q9-Exg =49 b L=9 nbd
Uy :LQ Hall-Spannung (4.10)
n-q d
d E — d FE———
| Fy =2 I T .
I__) : — —_ I__> i‘:é —_
JER— Vool A —— _
b|| .- e . b|| -~ _EEE 7,
- — — — B - < < < A B

Figur 4.2: Hallspannung fiir positive Ladungstrager links und fiir negative Ladungstréger rechts, erzeugt an
einem stromfiihrenden Leiter, der sich in einem Magnetfeld befindet. Je nach Vorzeichen des Ladungstréigers,
Richtung des Stroms, und Richtung des Magnetfeldes wechselt die Hallspannung iiber b das Vorzeichen.

Bei bekanntem Strom und bekannter magnetischer Feldstirke kann man mit der Hallspannung
das Vorzeichen der Ladungstrager und die Anzahl Ladungstrager pro Volumen bestimmen.
Auch die Driftgeschwindigkeit der Ladungstridger kann gemessen werden, wenn der Leiter-
streifen mit einer Geschwindigkeit entgegen der Bewegungsrichtung der Ladungstrager so
bewegt wird, dass die Hallspannung verschwindet. (4.10) ist auch die Grundlage der Messung
der Feldstdrke der magnetischen Induktion. Bei bekannter Geometrie, Stromstérke und
Hallspannung, kann die magnetische Induktion mit einer Hall-Sonde bestimmt werden.

Hall-Sonde:

Mit einer Hall-Sonde wird die Feldstirke um einen Permanentmagneten ausgemessen.

Bis anhin wurde angenommen, dass die Hallspannung linear mit der Stdrke des Magnetfeldes
zunimmt (4.10). Bei sehr tiefen Temperaturen und sehr hohen Magnetfeldern beobachtet man
jedoch den Quanten Halleffekt (Nobelpreis fiir Physik, 1985; fraktionaler Quanten Halleffekt:
Nobelpreis fiir Physik 1998). Die Hallspannung dividiert durch die Stromstérke nimmt nur
noch quantisierte Werte an:

57990

Uy/l = l-RK v=1,2,3,.. oder v=1,
A%

W

32
7°3
Ry ist die Von-Klitzing-Konstante, die die Masseinheit eines Widerstands hat. Ry ist durch
die Elementarladung e und das Planck'schen Wirkungsquantum h gegeben:

34
RK:%: 6.626 1019 ! S ~2581-10° O
e (1.602:107"7 A-s)

Da Ry mit einer relativen Genauigkeit von 10~ gemessen werden kann, dient Ry als
Definition eines Normalwiderstands mit dem exakten Wert 25812.807 2.




70 Physik 2

4.2.4 Elektrische und magnetische Felder in bewegten Inertialsystemen

Elektrische und magnetische Felder sind eng miteinander verkniipft. Der Beobachter & im
Ruhesystem (X, y,z) misst die Felder E und B . Der mit konstanter Geschwindigkeit v

bewegte Beobachter %8’ im Inertialsystem (x',y’,z’) misst E' und B'.

Figur 4.3: a) Eine Ladung q befindet sich fix im System (x',y’,z"), das mit Geschwindigkeit v durch ein B-Feld
fliegt. Beobachter &’ interpretiert die Lorentzkraft als eine elektrische Kraft, die durch E” verursacht wird und
auf q wirkt. b) Eine Ladung q befindet sich fix im Ruhesystem (x,y,z) und erzeugt das radiale Coulomb-Feld E.
B’ beobachtet die Ladung q, die sich mit V' =—v bewegt. Beobachter & interpretiert die bewegte Ladung q als
elektrischen Strom, der von einem B’-Feld umschlungen sein muss.

Ein Beobachter & und eine Probeladung q bewegen sich mit v im Raum. Nun treten beide
in ein magnetisches Feld B ein (Fig. 4.3a). Die Lorentzkraft F = q-(vx B) wirkt nun auf die
Probeladung und beschleunigt sie. Da fiir %" die Ladung q aber zunéchst in Ruhe ist, fiihrt
A’ die Kraft auf q auf ein E'-Feld senkrecht zur Bewegungsrichtung zuriick, also F'=q-E'.
Eine grundsitzliche Forderung der Physik ist, dass Krifte unabhéngig vom unbeschleunigten
Beobachter 4 sein miissen, das heisst F' = F. Beobachter & folgert also E'=vxB.

Analog dazu interpretiert % in Fig. 4.3b, dass eine mit v’ bewegte Ladung q von einem B’-
Feld umschlungen ist. Nach Biot-Savart (4.13) gilt B' ~ qv'xT ~ V'xE ~ —vxE , wobei T der

Radialvektor ist. " folgert also B'=—k-(vxE), wobei k eine Konstante mit Masseinheit
(m/s) 2 ist. In der Vorlesung Elektrodynamik wird gezeigt, dass fiir v << c¢ folgendes gilt:

E = E + vxB ,

<!

(4.11)

B = B - iz-(vxi:).
C

E-und B-Felder hingen vom Bezugssystem des Beobachters ab, das heisst sie sind relativ.

Die relativistische Form von (4.11) hat Albert Einstein in seiner grundlegenden Arbeit Zur
Elektrodynamik bewegter Korper verotfentlicht, die im Juni 1905 in Bern verfasst worden ist
und die Spezielle Relativititstheorie begriindet hat (Annalen der Physik 17, 891-921).

Im selben Jahr, dem Annus Mirabilis der Physik, hat Einstein vier weitere bahnbrechende
Arbeiten geschrieben: seine Dissertation iiber eine neue Methode der Bestimmung von
Molekiildimensionen, die Erkldarung des Photoeffekts mit Lichtquanten, die Brown'sche

Bewegung, und die Aquivalenz von Masse und Energie, E =m- c? !
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4.3  Erzeugung magnetischer Felder
4.3.1 Gesetz von Biot-Savart

Ladungen sind Quellen elektrischer Felder. Der Betrag des elektrischen Feldes ist
proportional zur Ladung und nimmt mit dem Abstand von der Quelle gemiss 1/12 ab.

Wenn sich Ladungen bewegen, werden zusitzlich Magnetfelder erzeugt. Thr Vorhandensein
wird durch die Wirkung der Lorentzkraft auf die sich bewegenden Ladungstriger bestétigt.
Dies folgt aus dem einfachen Versuch zweier paralleler, stromfiihrender Dréihte, die sich
anziehen (Fig. 4.3).

Kraftwirkung paralleler elektrischer Strome:
Durch zwei lose, nebeneinander aufgehédngte Drahte fliesst Strom in derselben Richtung. Eine anziehende

Kraft lenkt die beiden Dréhte zueinander aus.

Die Anziehung der beiden Dréhte kommt aufgrund der Kraft auf die bewegten Ladungen
zustande. Betrachten wir ein Elektron in Leiter 2 (Fig. 4.4), das sich mit der Geschwindigkeit

v, bewegt. Auf dieses wirkt die Kraft Fz , jedoch nur dann, wenn in Leiter 1 ein Strom

fliesst.

Iy A I,
— (2] -
Fs B

-

Y V2

T

e -

T >X B , . o .
Figur 4.4: Zwei parallele Leiter ziehen sich an, falls durch sie
die Strome I, und I, in gleicher Richtung fliessen. Das heisst,

v, dass bewegte Ladungen im Leiter 1 ein Magnetfeld im Raum
Y Vi verursachen.

Die Kraft F, steht senkrecht auf v, . Diese Kraft wird als Lorentzkraft aufgefasst. Das

impliziert, dass am Ort des Elektrons e, ein Magnetfeld B herrschen muss. Also ist F,
gegeben durch

F,=e¢-(V,xB) . (4.12)

Voraussetzung fiir diese Lorentzkraft ist, dass im Leiter 1 ein Strom fliesst. Die bewegten
Ladungen in Leiter 1 sind also die Ursache fiir das Magnetfeld B.

Nach actio = reactio wirkt auch auf das Elektron e, eine gleich grosse, entgegengesetzte
Kraft. Diese entsteht durch das vom bewegten e, verursachte Magnetfeld. Es gilt BLT und
BLV.
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Natiirlich kommt die magnetische Induktion B zustande aufgrund der gemeinsamen Wirkung
samtlicher bewegter Ladungen im Leiter 1. Die Beobachtung zeigt, dass der Betrag von B
proportional zur Stromstérke I; ist.

Das obige Beispiel ist sehr speziell, indem unendlich lange, parallele Leiter betrachtet
wurden, in denen die Strome fliessen. Eine allgemeinere Konfiguration ist ein beliebig
geformter diinner Leiter, durch den ein Strom der Stromstirke I fliesst (Fig. 4.5).

Figur 4.5: Bewegte Ladungen im elektrischen
Leiter bewirken ein Magnetfeld im Raum.

Durch ein infinitesimales Leiterstiick ds fliessen nun Ladungstrager, die im Punkt P einen

infinitesimalen Beitrag dB zum Magnetfeld liefern. Jean-Baptiste Biot und Félix Savart
haben 1820 folgendes Gesetz formuliert:

a5 = o I-(dsxr) (4.13)
4-n r3

Das Gesetz von Biot-Savart kann auch direkt aus den Maxwell Gleichungen (1.2) und (1.4)
hergeleitet werden, was in der Vorlesung Elektrodynamik gezeigt wird.

Falls nur der Betrag des infinitesimalen Beitrages zum Magnetfeld interessiert, kann (4.13)
geschrieben werden als:

Ho-I sin

¢
ﬂ r2 -ds . (414)

dB =

Somit kann die magnetische Feldstérke, die ein beliebig geformter stromfiihrender Leiter im
Raum verursacht, berechnet werden.

Eine gewisse formale Analogie von (4.13) zur elektrischen Feldstérke einer Punktladung ist
erkennbar. Der Betrag des Magnetfeldes nimmt quadratisch mit dem Abstand vom
stromfiihrenden Leiterelement ab. Der Betrag des elektrischen Feldes einer Punktladung
nimmt ebenfalls quadratisch mit dem Abstand von der Ladung ab (Coulomb Gesetz). Der
Vektorcharakter ist jedoch vollig unterschiedlich.
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4.3.2 Beispiele zur Berechnung magnetischer Felder mit dem Geset; von Biot-Savart
a) Unendlich langer gerader Leiter

Gemiss Fig. 4.6 ist der Beitrag an den Betrag des Magnetfeldes im Punkt P von einem
Leiterelement ds unter dem Winkel ¢ gegeben durch

P I sing-ds py-I R-ds el TOReds opgel
dB = o 2 4 - B= L I 2 232 ..
4-n R 4-m \/(52+R2)3 4-n ° (s*+R%HY? 2-n-R
g - Mol (4.15)

2-n-R

Die magnetische Feldstirke im Abstand R eines unendlich langen Leiters, der den Strom I
fiihrt, ist proportional zum Strom und umgekehrt proportional zum Abstand.

'}

=

ds . .
Figur 4.6: Bestimmung des Magnetfelds im Punkt P verursacht

durch die Stromstérke I im geraden Leiter.

Die Feldlinien des Magnetfeldes sind konzentrische Kreise, da die Feldstirke B nach (4.15)

nur von R abhingt, das heisst auf einem Kreis ist der Betrag von B konstant. Der Drehsinn
der Feldlinien hiangt von der Stromrichtung ab und kann mit der rechten Hand einfach
bestimmt werden (Daumen in Stromrichtung, 4 geschlossene Finger zeigen den Drehsinn an).

Magnetfeld um einen geraden Leiter:
Fliesst ein elektrischer Strom in einem langen, geraden Kupferdraht, so richten sich die kleinen Magnetnadeln
(magnetische Dipole) im Magnetfeld aus. Die magnetischen Feldlinien sind konzentrische Kreise; magnetische

Feldlinien sind immer geschlossen. Die Abnahme der Feldstiarke (~1/r) wird mit der Hall-Sonde gemessen.

Darstellung der magnetischen Feldlinien mit Eisenfeilspéinen 1:
Verschiedene Anordnungen von Leitern, in denen ein Strom fliesst, werden mit Eisenfeilspénen bestreut, die

die magnetischen Feldlinien anzeigen. Die Felder iiberlagern sich.
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b) Kraft zwischen parallelen Leitern

Einerseits verursacht ein stromfiihrender Draht ein Magnetfeld, andererseits iibt dieses eine
Kraft auf einen stromfiihrenden Draht aus (siehe Fig. 4.4). Im folgenden soll berechnet
werden, wie gross die Kraft zwischen zwei parallelen unendlich langen stromfiithrenden
Leitern ist.

Die Lage der stromfiihrenden Leiter ist in Fig. 4.7 dargestellt. Der Strom I, im Leiter 1
bewirkt am Ort des Leiters 2 nach Biot-Savard ein Magnetfeld:

Ko
2-m-R

B, (4.16)

Die Kraft, das dieses Magnetfeld auf ein infinitesimales Leiterstiick ausiibt, in dem der Strom
I, fliesst, betrdgt nach (4.4):

dF=1,-(d/xB) .

© R/ ®

Figur 4.7: Zwei parallele, stromfiihrende Leiter und die erzeugten
Magnetfelder.

Bei parallelen Leitern steht d/ immer senkrecht zu B.

Ho Ty ¢
>  F=pg-I,-1,-
2.1-R Hortiha 7R

dF=1,-d¢-

Fliesst der Strom in beiden Drihten in gleicher Richtung, ziehen sie sich an. Fliesst er in
entgegengesetzter Richtung, stossen sie sich ab.

Fliesst in 1 m voneinander entfernten Leitern je der Strom 1 A dann betrdgt die Kraft auf
diesen Meter Leiterstiick:

L 107 Y A A ™ o0 N
2-mt-R A-m 2-mt-1m

F =11,

Dies ist keine Uberraschung, denn das entspricht der bis 2019 giiltigen Definition des
Ampere.
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¢) Magnetisches Feld im Zentrum einer kreisrunden Leiterschleife

Wir wenden das Gesetz von Biot-Savart (4.13) auf eine kreisrunde Leiterschleife an. Im
Zentrum haben alle Leiterelemente den Abstand R (Fig. 4.8, links), und als Integrations-
variable kann der Azimutwinkel verwendet werden:

[B|-to.. I'|d§><f|:uo-1_2j“ R-d9-R ol

4.17
4.1 1'3 4.1 0 R3 2.R ( )

! Figur 4.8: Links: Kreisformige Leiterschleife mit Strom-
i richtung im Gegenuhrzeigersinn. Rechts: Ansicht von der

| Q}@ Seite und Bezeichnungen zur Berechnung des Magnetfeldes
w auf der Zentralachse durch die Leiterschleife.

Xy

Darstellung der magnetischen Feldlinien mit Eisenfeilspéinen 2:
Strom fliesst durch verschiedene Formen von Leiterschlaufen. Die Eisenfeilspane richten sich nach dem
Magnetfeld aus und zeigen den Verlauf der Feldlinien. Die Feldlinien sind in der Spule stark gebiindelt und

schliessen sich ausserhalb; dort ist die Feldstirke schwach. Das Magnetfeld ist im Torus eingeschlossen.

d) Helmholtz-Spule, Anti-Helmholtz-Spule

Wir wenden wiederum das Gesetz von Biot-Savart (4.13) auf eine kreisrunde Leiterschleife
an (Fig. 4.8 rechts). Der Betrag des Magnetfeldes auf der Zentralachse ist gegeben durch

Ho-T R’

B(x) = 2 (RE1x2)

Zwei identische Kreisschleifen mit Radius R im Abstand R ergeben eine Helmholtz-Spule,
falls in beiden Schleifen der Strom I im gleichen Drehsinn fliesst. Auf der Zentralachse
zwischen den Schleifen entsteht ein nahezu homogenes Magnetfeld des Betrags:

B:MO'I 8

R 125

Bei x = 0 gilt 0B/ dx =9*B/ox% =0°B/ox> =0, d.h. dort ist die Feldstirke nahezu konstant.
Anwendungen sind das Magnetron oder der Tokamak.

In der Anti-Helmholtz-Spule sind die beiden Strome gegeneinander gerichtet. Fiir den Spulen-
abstand von /3R entsteht ein Magnetfeld mit einem fast konstanten Gradienten bei x =0,
d.h. ’B/ox? =0°B/ox’ =0. Wichtige Anwendungen der Anti-Helmholtz-Spule sind die

Fokussierung von Teilchenstrahlen in Beschleunigern, MRI-Geréte, und magneto-optische
Fallen zum Einfangen und Abkiihlen von neutralen Atomen via den Zeeman-Effekt.
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4.3.3 Gesetz von Ampére (Durchflutungsgesetz)

Die Linien des magnetischen Feldes um einen unendlich langen, stromdurchflossenen Leiter
beschreiben zur Drahtachse konzentrische Kreise. Bildet man das Weg-Integral von B iiber
einen geschlossenen Kreis mit beliebigem aber festem Radius r erhélt man unter
Berticksichtigung von (4.15)

Dieses Ergebnis lésst sich auf beliebige stationére elektrische Strome verallgemeinern. Das
sogenannte Gesetz von Ampere, oder Durchflutungsgesetz lautet dann (ohne Herleitung):

[B-ds = po-[j-dA (4.18)
O0A A

wobei iiber die Fliche A, bzw. entlang ihrem Rand OA intergriert wird. Diese wichtige
Gleichung entspricht der vierten Maxwell Gleichung in integraler Form (1.8), sofern die
Fliisse der elektrischen Felder, und damit auch die elektrischen Felder selbst, zeitlich konstant
sind. Das ist aber nur der Fall, wenn wir uns auf stationdre Stroéme beschrianken.

Nach dem mathematischen Satz von Stokes kann man Gleichung (4.18) wie folgt schreiben:

[B-ds=[rotB-dA=p,-[j-dA . (4.19)
0A A A

Die Flache A und ihr Rand 0A sind beliebig, also gilt fiir die Integranden Gleichheit:
rot E = MO 3 .
Das ist ein Teil der 4. Maxwell Gleichung (1.4).

Wir definieren nun den magnetischen Fluss Oy = j B-dA und betrachten eine Oberfliche
A
A, die ein Volumen V umschliesst, A =0V . Magnetfeldlinien sind geméss Beobachtung

immer geschlossen (siehe 4.1), das heisst fiir den Gesamtfluss durch A gilt @z =0 . Nach
dem mathematischen Satz von Gauss folgt dann:

®p= [ B-dA=[divB-dv=0 . (4.20)
A=0V v

Das ist die 2. Maxwell Gleichung (1.6), bzw. in lokaler Form (1.2) :

divB = 0 . 4.21)

(4.2) ist die fundamentale Aussage, dass keine magnetischen Ladungen existieren. Es gibt
keine magnetischen Monopole, bzw. keine Quellen oder Senken magnetischer Feldlinien.
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4.3.4 Beispiele zur Berechnung magnetischer Felder mit dem Geset; von Ampeére

Fiir die Berechnung von magnetischen Feldern bei gegebener Verteilung elektrischen Strome
haben wir in 4.2.2 das Gesetz von Biot-Savart angewendet. Wir berechnen nun den Betrag des
Magnetfeldes mit dem Gesetz von Ampere. Grundsétzlich kann man beide Methoden
verwenden. Beim unendlich langen geraden Draht fithren beide Methoden relativ einfach zum
Ergebnis. Bei andern Anordnungen kommt es auf die vorhandenen Symmetrien an.

a) Magnetisches Feld um einen unendlich langen, geraden Draht

Durch einen unendlich langen, geraden Draht fliesse Strom 1. Der Betrag des Magnetfeldes an
einem Punkt hdngt in diesem Fall nur vom Abstand vom Draht ab. Somit konnen wir (4.18)
anwenden, und integrieren auf einem Kreis mit Radius R, durch dessen Zentrum der Draht
geht:

[ B-ds=BR)-2:m-R=p,T .

Kreis

Also folgt, in Ubereinstimmung mit (4.15)

B = Hol (4.22)
2-m-R

b) Magnetisches Feld in einer langen Zylinderspule (Solenoid)

Wir betrachten eine Zylinderspule der Linge /¢, die im wesentlichen aus einer Aneinander-
reihung von einzelnen kreisrunden Leiterschleifen in Serie besteht (Fig. 4.9). Die Spule

bestehe aus n Windungen pro Lingeneinheit. Aus Symmetriegriinden muss B parallel zur

Spulenachse sein. Aus Experimenten wissen wir zusitzlich, dass B ausserhalb der Spule sehr
klein, ist. Diese Randeffekte sollen nicht beriicksichtigt werden.

Figur 4.9: Schnittbild einer langen Zylinder-
L O L W O spule (Solenoid) mit n Windungen pro Langen-

80 00000000 oao einheit. Stromrichtung durch die Spule und der

geschlossene Integrationspfad sind dargestellt.

os )l
\

Nach dem Gesetz von Ampere gilt:

[ Bids=po-X1 > [Bl-£+0+0+0=pyn-t:1
Pfad/

B = pynl (4.23)

Das Magnetfeld ist im Innern der langen Spule anndhernd konstant.
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4.4  Magnetisches Moment

Die ersten Experimente zum Magnetismus wurden ausschliesslich mit Permanentmagneten
durchgefiihrt. Wie in Abschnitt 4.1 erwihnt, entdeckte Oersted 1820, dass ein elektrischer
Strom eine Magnetnadel genauso ablenkt wie ein Permanentmagnet. Es besteht somit ein
enger Zusammenhang zwischen Strom und Magnetismus. Heute wissen wir, dass die
atomaren magnetischen Momente, auch diejenigen der Permanentmagnete, durch atomare
,, Kreisstrome* verursacht werden.

Das Ende eines Stabmagneten, das sich nach Norden ausrichtet, heisst Nordpol. Zwei unter-
schiedliche Magnetpole ziehen sich an, zwei gleiche Pole stossen sich ab. Die Feldlinien des
magnetischen Feldes ausserhalb eines Stabmagneten gehen vom Nordpol zum Siidpol. Der
Nordpol einer Kompassnadel zweigt ndherungsweise nach Norden. Das heisst, dass sich nahe
beim geographischen Nordpol der Erde der magnetische Siidpol befindet.

4.4.1 Magnetisches Moment eines elektrischen Stromes in einer Leiterschleife

Drehmoment auf Leiterschleife im Magnetfeld:

Eine rechteckige Leiterschleife ist in einem homogenen, permanenten Magnetfeld drehbar aufgehangt. Fliesst
ein Strom durch die Leiterschleife, so wirkt ein mechanisches Drehmoment auf die Schleife, das von der
Stromstirke abhangt. Wird die Stromrichtung umgekehrt, dndert sich auch die Richtung des mechanischen

Drehmomentes.

Eine rechteckige Leiterschleife der Breite h und Lange s (Fig. 4.10) befindet sich in einem
nahezu homogenen Magnetfeld, das durch zwei permanente Ringmagneten in Helmholtz-
anordnung verursacht wird. Fliesst ein elektrischer Strom I durch die Schleife, dann wirkt die
Lorentzkraft auf die Ladungstrager, und somit gemaéss (4.4) eine Kraft auf den Leiter.

4 dF

oy A
— 9—
” — Figur 4.10: Aufsicht auf rechteckige Leiterschlaufe im homogenen
B Magnetfeld B. Der Strom I ist im rechten Ast aus der Papierebene
—dEJ_ gerichtet, im linken in die Ebene hinein. Auf das Leiterelement wirkt
die Lorentzkraft dF . Das Kriftepaar bildet ein mechanisches Dreh-
—dF moment beziiglich dem Mittelpunkt.

Die Kraft auf ein infinitesimales Leiterstiick ist
dF=1-dsxB

Das Kriftepaar auf gegeniiberliegenden Leiterstiicken iibt ein infinitesimales mechanisches
Drehmoment beziiglich dem Mittelpunkt aus, dessen Betrag gegeben ist durch
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dM=2-%-dFL=h-dF-sin8=h-I‘ds-B-sin8 . (4.24)

Der Drehmomentvektor zeigt aus der Blattebene. Die Krifte auf die oberen und unteren
Leiterstiicke bilden keine Drehmomente.

Integration von (4.24) entlang s, d.h. senkrecht zur Blattebene in Fig. 4.10, ergibt:
M=h-1-s-B-sin3=1-A-B-sin 9 , (4.25)

wobei A die Flache ist, die die rechteckige Leiterschleife aufspannt. Die Verallgemeinerung
und Vektorschreibweise von (4.25) lautet:

M = (I-A)xB . (4.26)

Somit muss der Vektor I-A ein magnetische Moment darstellen, auf welches im B-Feld das
mechanische Drehmoment M wirkt. Die Analogie zum elektrischen Dipolmoment Q-4 ist
offensichtlich. Das magnetische Moment ist deshalb gegeben durch

m = [-A (4.27)

wobei I die Stromstirke in der die Fliiche A umfahrenden Leiterschleife bezeichnet. Somit ist

M = mxB (4.28)

Auf ein magnetisches Moment wirkt in einem Magnetfeld ein mechanisches Drehmoment.
Die obigen Resultate konnen auch fiir eine Kreisschleife, oder fiir eine beliebige geschlossene
Drahtschleife, die die Fliche A umfahren, hergeleitet werden.

4.4.2 Potentielle Energie und Kraft

Aufgrund der Definition des magnetischen Moments, konnen wir die Resultate aus Kapitel
2.7.3 und 2.7.4 direkt iibernehmen.

Ein homogenes dusseres Magnetfeld versucht, ein magnetisches Moment m entlang der
Feldlinie auszurichten. Ein nicht ausgerichtetes magnetisches Moment hat damit eine
potentielle Energie, die vom Winkel zwischen mund dem B-Feld abhingt:

E, = -mB (4.29)

Im inhomogenen Magnetfeld B wirkt zusitzlich eine Kraft auf das magnetische Moment:

E o= @9)B . (430)
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4.4.3 Magnetisches Feld eines magnetischen Moments

Analog zum Feld eines elektrischen Dipols verursacht auch ein magnetisches Moment ein
Magnetfeld. Dieses Feld ldsst sich, formal analog zu (2.43), darstellen (ohne Herleitung):

e 3-(M-F)-F —(F-F)-i
4.1 r5

B(f) = (4.31)

Die Form der Feldlinien ist daher identisch zu derjenigen eines elektrischen Dipols (Fig.
4.11). Deshalb spricht man auch von magnetischen Dipolen, obwohl es keine magnetische
Ladungen gibt. Bis anhin haben wir nur Dipole, verursacht von einem Kreisstrom, behandelt.
Natiirlich sind auch Stabmagnete und Solenoide magnetische Dipole. Bei einem Stab-
magneten greifen wir etwas vor, da es sich hier nicht mehr um Felder im Vakuum handelt.

Figur 4.11: Schematische Darstellung der B-Feldlinien eines Permanentmagneten, einer Spule (Solenoid), sowie
der E-Feldlinien eines geladenen Kondensators und eines elektrischen Dipolmoments. Die Plattengrésse des
Kondensators nicht grosser ist als der Plattenabstand. Alle Anordnungen entsprechen néherungsweise einem
magnetischen, bzw. elektrischen Dipol (Fig.2.3).

Magnetischen Momenten kann, in Analogie zu den elektrischen Dipolen, eine magnetische
Polstirke P, zugeordnet werden, die formal die Rolle einer "magnetischen Ladung" tiber-

nimmt. In Analogie zu F = Q-E schreibt man F = P, .B. Mit (4.28) und M = /xF folgt

dann
m=P -/ , (4.32)

korrespondierend zu (2.41). ¢ zeigt vom Siidpol zum Nordpol des Magneten.

Man kann nun auch einen magnetischen Fluss, der durch eine Flidche A fliesst, definieren:

®y = [B-dA (4.33)
A

Eine lange Spule ist auch ein gutes makroskopisches Modell fiir den Stabmagneten. Den
Zusammenhang zwischen Polstirke und magnetischem Fluss kann in der Spule einfach
berechnet werden. In einer Spule der Querschnittsfliche A und Windungszahl n ist der
magnetische Fluss durch die Querschnittsflache gegeben durch ®5 =B-A =p,-n-I-A. Das
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magnetische Moment ist die Summe der magnetischen Momente der N Kreisstrome
m=N-I-A=(n- /)-I-A. Somit erhalten wir fiir die Polstirke P, =m/ /=Dy /.

Allgemein ist das magnetische Moment des Stabmagneten oder Solenoids:

LI (4.34)

Mo

Der Betrag von / entspricht der Linge von Stabmagnet oder Solenoid. Die Richtung zeigt
vom Siidpol zum Nordpol des Magneten.

Es bleibt nun noch die Frage zu klaren, wie stark z.B. der Nordpol eines Stabmagneten von
einem Siidpol eines andern Stabmagneten angezogen wird. Bei langen Stabmagneten (oder
Solenoiden) kann man die Polstéirke fast als eine Art "magnetische Ladung" (wie beim
elektrischen Dipol) betrachten. Die Kraft zwischen einem Nordpol der Polstdrke P.,; und dem

Siidpol der Polstérke P, , betrigt dann (ohne Herleitung):

Pml i Pm2

H
1"2

(B [=2 (4.35)
4.7

wobei r der Abstand der beiden Pole ist. Dieser Abstand muss viel kleiner sein, als die Lange

des Stabmagneten, aber viel grosser als der Durchmesser des Magneten oder Solenoides. Die

Beziehung (4.35) hat damit eine sehr beschrinkte praktische Bedeutung und eignet sich
insbesondere nicht, um die Hubkraft eines Magneten zu berechnen (siehe 4.52).

Der magnetische Fluss @y ist die Grundlage fiir die elektromagnetische Induktion, die im
folgenden Kapitel behandelt wird. Dies wird dann zur 3. Maxwell Gleichung fiihren.

4.5  FElektromagnetische Induktion
4.5.1 Vorbereitende Uberlegungen

Bewegt man ein Leiterstiick mit freien Ladungstrdgern durch ein Magnetfeld, dann wirkt auf
die Ladungstréger die Lorentzkraft. Unter der Lorentzkraft verschieben sich die Ladungs-
trager und bauen ein elektrisches Feld auf, bis die elektrostatische Kraft die Lorentzkraft
gerade kompensiert. Ganz analoge Verhéltnisse wurden schon beim Halleffekt (Kap. 4.1.4)
behandelt.

Eine Spule fillt durch ein riumlich begrenztes permanentes Magnetfeld:
Eine kleine Spule, die iiber einen Widerstand kurzgeschlossen ist, fallt durch ein rdumlich begrenztes
permanentes Magnetfeld, das senkrecht zur von der Spule umschlossenen Fldche gerichtet ist. Beim Eintritt

und beim Austritt der Spule aus dem Magnetfeld, verlangsamt sich die Bewegung.
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Eine Leiterschleife wird durch ein homogenes, aber rdumlich begrenztes Magnetfeld gezogen,
das in die Papierebene zeigt (Fig. 4.12). Die Geschwindigkeit ist klein gegeniiber der Licht-
geschwindigkeit. Im diinnen Draht beriicksichtigen wir nur Bewegungen der Ladungstrager
entlang der Drahtachsen. Drei Félle sind zu unterscheiden: bei a) ist die Schleife offen und die
rechte Halfte befindet sich bereits im Magnetfeld. Bei b) und c) betrachten wir eine geschlos-
sene Schleife, die teilweise (b), bzw. vollstindig (c) im Magnetfeld ist.

In der Situation der Fig. 4.12a wirkt die Lorentzkraft auf die Elektronen, die solange an den
unteren Pol driften bis eine Potentialdifferenz U, 4 zwischen dem nun positiv geladenen
oberen, und dem nun negativ geladenen unteren Pol aufgebaut ist. Entlang des Drahtes wirkt
nun ein elektrisches Feld, das eine weitere Bewegung der Elektronen verhindert. Dann heben
sich Lorentzkraft und die durch das E-Feld verursachte Kraft auf:

FL+Fp=q-(¥xB)+q-E=0 ,
qu+q%=O s

Ax-b g AA B (4.36)

U. ,=—v-b-B=—
ind At At

wobei AA die in At iiberstrichene Flidche ist. Auf die Ladungen in den waagrechten oberen
und unteren Leiterstiicken wirkt keine Lorentzkraft entlang der Drahtachse.

Wird nun eine geschlossene Schleife durch das B-Feld gezogen, fliesst ein Strom 1="U; 4 /R

in der angezeigten Richtung (Fig. 4.12b), solange die Schleife nicht vollstindig im B-Feld ist;
R ist der Ohmsche Widerstand der Drahtschleife.

b) c)
- -
)\FE AFE
- -
-
v & v, o AN
Ay ” A z
1 - = =
F. yFL vFL

Figur 4.12: Eine Leiterschleife wird mit der Geschwindigkeit v durch ein rdumlich begrenztes,
homogenes Magnetfeld B (graue Fliche) gezogen. (a) eine offene Schleife ist noch nicht vollstindig
im B-Feld; an den Drahtenden wird eine Spannung Uiyg gemessen. (b) eine geschlossene Schleife ist
teilweise im B-Feld; es wird ein Strom I induziert. (¢) eine geschlossene Schleife bewegt sich
vollstandig im B-Feld; es fliesst kein Strom, da sich Fi und Fg aufheben.

In der Situation c) wirkt im rechten und linken Drahtstiick eine gleich grosse Lorentzkraft auf
die Ladungstrager. Wie bereits beim Hall-Effekt driften die Elektronen auf das untere
horizontale Drahtstiick; entsprechend befinden sich "positive Ladungstrager" (Locher) auf
dem oberen Drahtstiick. Dies bewirkt ein nach unten gerichtetes E-Feld, so dass wie in a) auf

die Elektronen auch die Kraft Fg mit F; +Fg =0 wirkt. Es fliesst also kein Strom.
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4.5.2 Das Induktionsgesetz von Faraday

Michael Faraday (1791-1867) hat 1831 mit verbliiffend einfachen Experimenten Induktions-
erscheinungen systematisch untersucht und die Ergebnisse in einem genial einfachen Gesetz
zusammengefasst. Fiir seine Versuche hat er eine kreisrunde Drahtschleife verwendet, deren
Enden mit einem ballistischen Galvanometer verbunden waren. Dieses misst die wéhrend der
Versuchsdauer geflossene Ladung. Qualitativ zeigen die Experimente, dass in der
Leiterschleife ein Strom fliesst, falls:

e sich das Magnetfeld B in unmittelbarer Nhe der Leiterschleife éndert,

e sich die Flache A, welche die Leiterschleife umschliesst, dndert,

e sich in einem homogenen Magnetfeld der Winkel zwischen A und B #ndert.

Spannungsmessung an einer Spule:
Ein Stabmagnet wird in eine Spule getaucht. Beim Eintritt und beim Austritt werden an der Spule Spannungs-
pulse mit unterschiedlichem Vorzeichen gemessen. Das Vorzeichen des Pulses hdngt von der Orientierung des

Magnetfeldes ab, die Amplitude von der Geschwindigkeit, mit der der Magnetstab bewegt wird.

Also ist der magnetische Fluss ®p (4.33), und dessen zeitliche Anderung fiir den Strom
verantwortlich. Man beachte, dass es sich hier um den Fluss durch die von einer Leiterschleife
eingeschlossene Fliache A handelt, und nicht um eine ein Volumen einschliessende Flédche.
Quantitativ konnen die Ergebnisse als Induktionsgesetz von Faraday zusammengefasst
werden:

d (= - _
-—[B-dA =[E-d§ = Uy (4.37)
dt dt y

0A

Wird der Magnetfluss durch eine gegebene Fliche A zeitlich gedndert, wird entlang ihrem
Rand OA ein elektrisches Feld induziert. Dabei ist es gleichgiiltig, ob die Leiterschleife
materiell als solche vorhanden ist oder nicht. In einer leitenden Scheibe kénnen sich
beispielsweise Wirbelstrome ausbilden. In der Gleichung (4.37) tritt die Ableitung d/dt auf,
die anzeigt, dass das Faraday Gesetz auch in einem bewegten Bezugssystem betrachtet
werden kann. In diesem Fall muss das elektrische Feld gemaiss (4.11) berticksichtigt werden.

Das Ohmsche Gesetz (3.10) wird entsprechend erweitert zu ] =o-(E+VvxB). Das ist die
Ausgangslage fiir die Magnetohydrodynamik.

Dabei ist zu beachten, dass die Geschwindigkeit des Bezugssystems konstant sein muss
(Inertialsystem) und dass sie klein ist gegentiber der Lichtgeschwindigkeit. Eine allgemeinere
Behandlung wird in der theoretischen Vorlesung Elektrodynamik vorgestellt. Es besteht ein
grosser Unterschied zur Elektrostatik. Dort wurde in Kapitel 2.5 festgestellt, dass das
elektrische Feld wirbelfrei ist, das heisst die Arbeit zur Verschiebung einer Ladung ist
unabhingig vom Weg. Ein induziertes elektrisches Feld ist nicht wirbelfrei.
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Man wendet den Satz von Stokes an, um das Intergral {iber die geschlossene Schleife 0A
durch das Flichenintegral iiber die von der Schleife 0A eingeschlossene Fliche A zu
ersetzen:

T odt

Stokes (4.37) A=konst.
Aus der Gleichheit des zweiten und fiinften Teils der Gleichungen oben folgt:

otB = -98 (4.38)
ot

Die Gleichung (4.38) ist die differentielle Form des Induktionsgesetzes und ist, falls die
Flache A zeitlich konstant ist, identisch mit der 3. Maxwell Gleichung. Im Gegensatz zur
Elektrostatik ist das induzierte elektrische Feld nicht wirbelfrei: die Wirbel werden durch
zeitliche Anderungen des Magnetfelds erzeugt, wie aus (4.38) hervorgeht.

Die wichtigste Anwendung des Faraday'schen Induktionsgesetz ist der Dynamo, oder
Wechselstromgenerator, der in jedem Elektrizititswerk eingesetzt wird. Als einfachsten Fall
betrachten wir eine Leiterschleife, die sich in einem homogenen Magnetfeld dreht (Fig. 4.13).

Figur 4.13: Dynamo: Leiterschleife der Flache A, die sich mit der Winkel-
geschwindigkeit o dreht und sich in einem homogenen Magnetfeld befindet.

Die Rechteckschleife mit der Lange a und der Breite b drehe sich mit der Winkelgeschwin-
digkeit ® um die Mittelachse, welche senkrecht zum Magnetfeld B steht. Gesucht ist die
induzierte Spannung U(t):

d d - - d
U (t)=—Dy=—DB-A=——( B-A- -t ,
(D=3 P =" at cos(@1) )
U, 4()=o-B-A-sin(®-t) = (o-B-a-b)-sin(o-t) . (4.39)

Die Amplitude der induzierten Spannung ist proportional zur Winkelgeschwindigkeit, zum
Magnetfeld und zur Flache der Leiterschleife. Fiir eine Spule mit N Windungen gilt

Oy =N-B-A.
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Dynamo:
Eine Leiterschleife wird in einem durch Helmholtzspulen erzeugten Magnetfeld gedreht. An der Schleife wird

eine Wechselspannung gemessen, deren Betrag proportional zu B und der Winkelgeschwindigkeit ist.

Springseil-Dynamo:

Ein langes Kabel wird als Springseil verwendet. Die Bewegung erzeugt eine periodische Potentialdifferenz
zwischen den Enden des Springseils, die durch den &ndernden Feldfluss des Erdmagnetfelds erzeugt wird.
Wird das Springseil verkiirzt, ist die Flache und somit der magnetische Feldfluss kleiner. Die Amplitude der

Wechselspannung nimmt entsprechend ab. Schnelleres Schwingen vergrossert die Amplitude.

4.5.3 Lenz'sche Regel und Wirbelstrome

Beim Dynamo muss man sich die Frage stellen, ob es also mdglich ist, durch eine reibungs-
frei aufgehéngte, sich drehende Leiterschlaufe ohne Arbeit Strom zu erzeugen. Natiirlich
nicht! Das Drehen der Leiterschleife im Magnetfeld erfordert mechanische Arbeit, wie jeder
Benutzer eines Velodynamos aus Erfahrung weiss. Dass mechanische Arbeit erforderlich ist,
folgt auch aus (4.28), da der induzierte elektrische Strom in der Schlaufe ein magnetisches
Moment darstellt, auf das im mechanisches Magnetfeld ein Drehmoment wirkt, gegen das
Arbeit verrichtet werden muss. Die den Strom erzeugende Ursache wird behindert.

Dies ist die Lenz'sche Regel:

Lenz’sche Regel: Der infolge der Induktion entstehende elektrische Strom ist so
gerichtet, dass das von ihm verursachte Magnetfeld der induzierenden Magnetfeld-
dnderung entgegen gerichtet ist.

Mit anderen Worten: Der Strom ist so gerichtet, dass er die ihn erzeugende Ursache hemmt.
Der tiefere Grund der Lenz’schen Regel ist die Energieerhaltung.

Néhert man einer ruhenden kreisrunden Leiterschleife einen Permanentmagneten mit dem
Nordpol voraus (Fig. 4.14a), induziert das in der Schleife eine Spannung, und somit einen
Strom (vom Magneten aus gesehen im Gegenuhrzeigersinn). Dieser Kreisstrom erzeugt
seinerseits ein Magnetfeld, das demjenigen des Permanentmagneten entgegengesetzt ist und
somit der Anderung des magnetischen Feldflusses durch die Fliche der Schleife entgegen-
gesetzt ist. Das ist die Lenz'sche Regel.

Der in der Schleife induzierte Kreisstrom stellt geméss m=1I-A auch ein induziertes
magnetisches Dipolmoment dar. Das Dipolmoment befindet sich in einem inhomogenen
Magnetfeld. Nach F = (im-V)B wirkt eine resultierende Kraft auf die Schleife. Die Kraft ist
nach links gerichtet (Fig. 4.14a). Der sich gegen die Leiterschleife bewegende Permanent-
magnet stosst die Schleife aufgrund des induzierten magnetischen Dipolmoments ab. Zur
Bewegung des Permanentmagneten muss also Arbeit verrichtet werden, die vom induzierten
Strom I und somit vom Material der Leiterschleife abhéngt.
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Figur 4.14: (a) Anndherung eines Permanentmagneten mit seinem Magnetfeld B an eine Leiterschleife. Durch
die Erh6hung des magnetischen Feldfluss @ durch die Schleifenflache wird ein Strom Iing induziert, der seiner-
seits ein Magnetfeld B' verursacht. (b) I(t) in der Spule erzeugt einen Feldfluss ®p, dessen zeitliche Anderung in
der Schleife einen Strom Iir¢ induziert. Die Situation (a) kann sowohl mit der Lorentzkraft (Beobachter sitzt auf
dem Nordpol des Permanentmagneten), wie auch mit dem Faraday Gesetz erklért werden, Situation (b) jedoch
nur mit dem Faraday Gesetz.

Die Beschleunigung der Ladungstréiger, die sich dann im induzierten elektrischen Strom
dussert, kann fiir die Situationen in Fig. 4.12 und Fig. 4.13 mit Hilfe der Lorentzkraft
plausibel gemacht werden. Dies ist jedoch nicht offensichtlich, wenn anstatt des Leiters das
Magnetfeld selbst bewegt wird, wie in Fig. 4.14a gezeigt. Ist jedoch v in Fig. 4.14a konstant
und v < c, so sind die Bezugssysteme der Schleife und des Magneten beides Inertialsysteme,
und somit ist die Physik nicht unterscheidbar. Das bedeutet, dass ein Beobachter, der auf dem
Magnetstab sitzt, Ladungstriger sieht, die sich mit —v zu ihm hin bewegen. Auf diese wirkt

im konstanten B -Feld die Lorentzkraft, und der induzierte Strom in der Schleife wird korrekt
vorausgesagt.

Bisher konnten wir alle Beobachtungen (Fig. 4.12, 4.13, 4.14a) entweder direkt mit der
Lorentzkraft, die auf sich bewegende Ladungstrager in einem Magnetfeld wirkt, oder mit dem
Induktionsgesetz von Faraday erkléren.

Betrachten wir nun aber eine Spule, in der ein Strom I fliesst und die koaxial mit einer Leiter-
schleife umschlossen ist (Fig. 4.14b, und nachfolgendes Experiment). Sowohl Spule wie auch
Schleife sind in Ruhe. Wird nun die Stromstérke in der Spule erhoht, so wird in der Schleife
ein induzierter Spannungspuls gemessen. Der induzierte Strom lind Seinerseits ist von einem
Magnetfeld B” umschlossen, das entgegengesetzt gerichtet ist zum B-Feld, also wiederum die
Lenz’sche regel.

Koaxiale Spulen:
Zwei Spulen verschiedener Querschnittsfliche sind koaxial ineinander gestellt. An der dusseren Spule wird die
Spannung ein- und ausgeschaltet. Die magnetische Flussanderung induziert eine Spannung in der inneren

Spule, die als Folge des Induktionsgesetzes von Faraday die zeitliche Ableitung des dusseren Signals ist.

Diese Beobachtung kann nur noch mit dem Faraday Gesetz, also mit der zeitlichen
Verdnderung des magnetischen Feldflusses durch die umschlossene Flache, vorausgesagt
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werden. Dies zeigt, dass das Induktionsgesetz von Faraday, also die 3. Maxwell Gleichung,
eine fundamentalere Beschreibung der Natur ist, als die Lorentzkraft.

In Figur 4.12 wurde eine rechteckige Leiterschleife durch ein begrenztes Magnetfeld gezogen.
Zieht man statt einer Leiterschleife eine rechteckige leitende Platte in gleicher Weise durch
das Magnetfeld, werden Wirbelstrome induziert. Wirbelstrome fliessen an allen Stellen, wo
eine zeitliche Anderung des magnetischen Feldflusses auftritt. Die zeitliche Anderung bezieht
sich auf einen Beobachter auf der Platte. Fiir die elektrische Stromdichte gilt nach (3.10):

- d -
rot j(t) = —c-aB(t) , (4.40)

wobei o die spezifische elektrische Leitfahigkeit des Materials ist.

Wirbelstrome sind meist unerwiinscht, z.B. bei Transformatoren, da durch sie elektrische
Energie in Warme umgewandelt wird und verloren geht.

Es gibt aber auch wichtige technische Anwendungen der Wirbelstrome, z.B. Wirbelstrom-
bremsen von Lokomotiven, Mischung in Metall-Schmelzofen, oder im Haushalt bei
Induktionskochfeldern, wo die Wirbelstrome im Pfannenboden induziert werden und so sehr
effizient Warme erzeugen.

Kupfer-Pendel im Magnetfeld:

Die Masse eines physikalischen Pendels besteht aus einem Kupferblech. Im Ruhepunkt des Pendels ist ein
entlang der Pendelachse gerichtetes Magnetfeld. Durchfahrt das Kupferblech nach einer Auslenkung den
Ruhepunkt, wird die Bewegung gebremst. Der Effekt ist stark reduziert, wenn die Wirbelstrome durch die

Geometrie des Blechs behindert werden (Kamm).

Aluminiumring im instationiren Magnetfeld:

Ein Aluminiumring umschliesst den verlédngerten Eisenkern einer Spule. Beim Einschalten des Stroms in der
Spule wird der Ring weggeschleudert. Wird an der Spule eine Wechselspannung angelegt, so kann der Ring in
Schwebe gehalten werden. Die Ohmsche Leistung des induzierten Wechselstroms im Aluminiumring wird an

das Material abgegeben und erhoht dessen Temperatur.
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4.5.4 Selbstinduktion, Induktivitit

Jeder elektrische Strom I hat ein Magnetfeld B zur Folge. Andert sich der Strom in einem
Stromkreis zeitlich, dann dndert sich auch das erzeugte Magnetfeld und induziert, nach dem
Faraday Gesetz, seinerseits wieder eine selbstinduzierte Spannung U; 4 im Stromkreis.
Diesen Vorgang nennt man Selbstinduktion. Diese selbstinduzierte Spannung wirkt, nach der
Lenz'schen Regel, der elektrischen Stroménderung entgegen. Es gilt

= do dl
Bl ~1 - & ~ 1 » U 4=—"HI©b ~ ——
‘ ‘ B ind dt dt
Man setzt also fiir ein beliebiges Element eines Stromkreises:
d
Upg() = —Lal(t) (4.41)

L wird als Induktivitit oder Selbstinduktionskoeffizient bezeichnet.

Die Einheit von L ist [L] = Henry = % =Q-s

Das Symbol der Spule im Leiterkreis ist: — Y Y Y

Die Induktivitit ist eine Grosse, die durch Geometrie und Material des Leiters gegeben ist
(analog zur Kapazitit).

a) Induktivitiit einer Spule
Eine leere Spule der Lange ¢ der Querschnittsfliche A hat N Windungen (N =n-/ ) und wird
von einem Strom I(t) durchflossen. Der Strom erzeugt nach (4.23) ein Magnetfeld:
N
B(t) =py - 1(t) W

d d A-pg-N? dI(t) dI(t)
U j=——®y=—N-A-—B(t) = - : = L.—~
ind =gt B dt © I dt dt

Bei der Berechnung des gesamten magnetischen Flusses durch die Spule ist zu
beriicksichtigen, dass die effektiv durchflossene Fliche N-A ist. Also erhalten wir

l

L (4.42)

L ist ein Mass der "Trégheit", mit welcher der Strom in einer Spule, oder allgemein in einem
Leiterelement, auf Anderungen der Spannung reagiert.
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b) Wirkung der Selbstinduktion bei Einschaltvorgiingen (LR-Kreis)

Ein Leiterkreis bestehe aus einer Spannungsquelle, einer Spule mit Induktivitdt L, und einem
Widerstand, die alle in Serie geschaltet sind (Fig. 4.15). Zum Zeitpunkt t = 0 wird der Schalter
geschlossen.

1/1, 4
P 1

0 2 4 6 R/Lt

Figur 4.15: LR-Leiterkreis und Stromstérke als Funktion der Zeit bei einem Einschaltvorgang.

Die Anwendung der 2. Kirchhoff'schen Regel, beginnend bei P, ergibt:
dI
Uind—R-I+U0:—L-a—R-I+U0:0 (4.43)

Da (4.43) inhomogen ist, wird die Losung in einen zeitabhdngigen und in einen konstanten
Teil zerlegt:

I(t) =1, +1(t) .
Wihlt man I, =U, /R, so wird (4.43) homogen und man erhélt:

di_ R

L mit der bekannten Losung ~ I(t)=a- e (RILIT,

Nun muss noch die Anfangsbedingung 1(0) =0 erfiillt werden. Das bestimmt die
Integrationskonstante a und erfordert a = —I,. Somit ist die Losung von (4.43)

I(t) = I,-(1 _e—(R/L)-t) _ %(1 _ e_(R/L).t) .

Stromstéirke und Spannung an der Spule beim Ein- und Ausschalten:
U und I werden an einer Spule aufgezeichnet. Wird der Leiterkreis geschlossen, "hinkt" der Strom I der

abrupten Spannungsanderungen nach.
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¢) Ausschaltvorgang unter parallel geschalteter Last:

Abschalten einer Spannungsquelle in einem Leiterkreis mit Spule:
In einem Leiterkreis héngen eine Spule und Lampchen parallel an einer Spannungsquelle: die Limpchen

leuchten. Die Spannungsquelle wird unterbrochen: die Lampchen blitzen kurz auf und erléschen langsam.

6,
Il(t) L R1 UO/R1 """"" \
> Y Y Y R 4 \
—e K — ol \\\ I](t)
——RHRR—— U/R, —— \\\._
0 e —————
IZ(t) R2 R,+R, t
2b E
N\ L(t)
= 4
| I _UO/RI """"""""""""""""
u 5 ‘ ‘
0 2 0 2 4 6

Figur 4.16: Leiterkreis und Stromstérke durch die Spule (I;) und die Serie von Ldmpchen (I). Der Schalter wird
bei t = 0 gedftnet. Beispiel: Up =100 V, R; =20 Q, R, =100 Q,L=2.5H.

In einem Stromkreis mit parallel geschalteter Last R, in Form von vier Lampchen (Fig. 4.16)
sei bis t = 0 der Schalter geschlossen. Es fliessen die zeitlich konstanten Strome 1; = U, /R,
und I, = U, /R, wobei wir annehmen, dass der sehr kleine Widerstand der Spule und eines
Lampchens durch R, bereits beriicksichtigt sind. Zum Zeitpunkt t = 0 wird der Schalter

gedftnet, der Strom fliesst nur noch im oberen Ast des Stromkreises. Die Widerstéinde
behindern den Strom, die Spule behindert die Stromdnderung. Somit fliesst I; zum Zeitpunkt

t = 0 zundchst unverdndert weiter durch die Spule. Nach der 1. Kirchhoff'schen Regel muss
am Knotenpunkt K gelten: 0—1I; —I, = 0. Im oberen Stromkreis ohne Spannungsquelle gilt

folgende Beziehung (2. Kirchhoff'sche Regel, beginnend bei K):
dl,

wobel fiir den Strom durch R, bereits I, =—I; verwendet wurde.

Die Losung der Differentialgleichung ergibt unter der Berticksichtigung der Anfangsbeding-
ung [,(0)=1;:

- /L — )
Il(t)zﬂ.e (Ry+Ry)/LA Iz(t):—ﬁ-e (Ry+Ry )L
R, R,
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Da R, > R, (R ist der sehr kleine Ohmsche Widerstand der Spule, R, der Widerstand der

Lampchen), gibt es beim Ausschalten eine starke Stromspitze, die Ldmpchen leuchten kurz
hell auf. Die Spannungsspitze {iber dem Widerstand R, betrégt:

R
U =U,-—2>U,.
OR 0

max
1

Diese Spannungsspitzen konnen Schéden an Lastelementen in Leiterkreisen (Apparate, bzw.
in diesem Versuch die Ldmpchen) verursachen. So entstehen auch Funken (Durchschlige)
beim Offnen von Schaltern. Ein Beispiel ist die Trennung des Pantographen einer
Lokomotive von der Oberleitung, falls noch nicht alle Verbraucher abgestellt sind.

Das langsame Abklingen des Stromes bedeutet, dass offenbar noch Energie im Stromkreis
gespeichert sein muss, die an den Widerstdnden verbraucht wird. Die Energie steckt in der
Spule.

4.5.5 [Energiedichte im Magnetfeld

Die Energie des abklingenden elektrischen Stromes im vorangehenden Beispiel muss aus dem
Magnetfeld der Spule kommen. Beim Einschalten des elektrischen Stromes in einer Spule
muss Ladung entgegen der selbstinduzierten Spannung verschoben werden. Die bendtigte
Arbeit, ist gegeben durch:

dw = _Uind dq = _Uil‘ld I-dt ,

9 0 I,
W=—[Ujq-I-dt=L- ﬁ-I-dtzj I-dl:l-L-IO2 . (4.45)
dt 2
0 0 0

Hat die Spule ihre stationdre Stromstérke I, erreicht, dann ist das Magnetfeld in der Spule

aufgebaut. Die Energie steckt nun in der potentiellen Energie des Magnetfeldes. Unter
Verwendung von (4.42) und (4.23) erhalten wir fiir eine lange Spule:

1 5 1 Apg-N2 5, 1 B2
W=E, ==L :_.#.IO =LA —
2 2 l 2 Lo

Die Energiedichte, das heisst die potentielle Energie pro Volumen, betrdgt im materiefreien
Raum der langen Spule:

W = —_— =

w 1
magn Al E

(4.46)

3:|w
S [\)

Wir postulieren, analog wie in Kapitel 2.7.3 fiir das elektrische Feld, dass dieser Ausdruck
nicht nur fiir eine Zylinderspule, sondern ganz allgemein gilt.
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4.6  Materie im magnetischen Feld
4.6.1 Phinomenologie und Begriffe

Bringt man Materie in ein magnetisches Feld, dann werden im Material atomare Strome

induziert, die ihrerseits Magnetfelder verursachen, die zum dusseren Magnetfeld B beitragen.
Wie gross Betrag und Vorzeichen dieser zusitzlichen Magnetfelder sind, ist durch die
magnetischen Eigenschaften des Materials bestimmt. Die Situation ist analog zum Fall, wenn
ein Dielektrikum in ein elektrisches Feld gebracht wird und die Polarisation das dussere elek-
trische Feld modifiziert.

Koaxiale Spulen und Eisenstibe:
Zwei Spulen unterschiedlicher Querschnittsflache sind koaxial ineinander gestellt. An der dusseren Spule wird
die Spannung ein- und ausgeschaltet. Die magnetische Flussanderung induziert eine Spannung in der inneren

Spule. Die induzierte Spannung ist wesentlich grosser, falls die innere Spule mit Eisenstdben gefiillt ist.

Auch im Magnetismus wird eine rechnerische Hilfsgrosse, das H -Feld, eingefiihrt, fiir deren
Berechnung die atomaren Strome nicht berticksichtigt werden miissen. Dies ist analog zur
dielektrischen Verschiebung D , in der Polarisationsladungen nicht eingehen. Analog zu
Kapitel 2.8.3 miissen auch fiir B- und H-Felder bei Ubergiingen zwischen verschiedenen
Materialien Stetigkeitsbedingungen gelten. Auf einer leitenden Oberfliche mit Normalen-

vektor fi gilt: i-B=0 und ixE=0.

Analog zu (2.54) verbindet im einfachsten Fall eine Materialkonstante die beiden Felder B
und H:

o -H (4.47)

nopy - H (4.48)

im Vakuum: ]_?;

ws]}
Il

mit Materie:

u ist die magnetische Permeabilitdt. Sie ist fiir isotrope Materialien eine dimensionslose Zahl,
fiir anisotrope jedoch eine Matrix. Da die magnetische Permeabilitit fiir viele Stoffe sehr nahe
bei eins liegt, fithrt man zusitzlich die magnetische Suszeptibilitit ym ein:

Am =H—1 . (4.49)

Fiir die Materie wird vereinfacht folgende magnetische Klassifikation verwendet:

Material im Permeabilitit Suszeptibilitit B-Feld in Materie atomare magn. Momente
B-Feld p xm=p—1 (ohne dusseres B-Feld)
Supraleiter 0 -1 B=0
Diamagnet <1 <0 B schwicher m;i=0,Xm; =0
Paramagnet >1 >0 B starker m; # 0, Xm; =0
Epotij(mi,mj) = 0
Ferromagnet >>1 sehr gross B sehr stark m; # 0, Xm; # 0,

Epm i,j(mi,mj) >0

Neben diesen Materialien gibt es noch Antiferromagnetika, Ferrite und Multiferroika.
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Analog zur elektrischen Polarisation P (2.57) kann man die Magnetisierung J einfiihren:

j o= Amo
AV

wobei Am die atomaren oder molekularen magnetischen Momente im Volumen AV sind.
Das B-Feld wird durch die makroskopischen und die atomaren Strome gebildet, also:

B = py-(H+J)) mit J = yu-H . (4.50)

Magnetische Momente, verursacht durch atomare Strome, tragen also zum B-Feld bei.
Betrachtet man das B-Feld eines magnetischen Moments entlang der m-Achse, wo die
grossten Feldstdrken auftreten, folgt aus (4.31) ndherungsweise

- n 1
B(r) = ——
(1) o 3

=1

Jedes magnetische Moment triigt zum B-Feld bei, wobei dieses mit 1/r* abnimmt.

Kohle und Mangan im inhomogenen Magnetfeld:

Ein inhomogenes Magnetfeld wird erzeugt, indem aus zwei Spulen ein flacher und ein spitzer Polschuh
einander gegeniibergestellt werden. Im Zwischenraum wird ein aufgehingtes Graphitkiigelchen
(diamagnetisch) in Richtung schwicheres Feld ausgelenkt. Das Mangankiigelchen (paramagnetisch) wird
Richtung starkeres Magnetfeld ausgelenkt. Vertauschung des Nord- und Siidpols dndert am Verhalten der

Materialien nichts.

Im Folgenden wird nun kurz die Klassifikation der magnetischen Eigenschaften von Stoffen
gemadss obiger Tabelle vorgestellt:

a) Diamagnetische Materialien

In diamagnetischen Materialien wird das dussere Magnetfeld leicht geschwécht, das heisst in
der Materie wird ein atomares Magnetfeld erzeugt, das entgegengesetzt zum dusseren Feld

gerichtet ist.

Typische diamagnetische Materialien sind:

Material (bei 20 °C) Am[107°]
Helium (Normaldruck) -9.85-10*
Stickstoff ~ (Normaldruck) —-5.06-1073
Wasser -9.035
Kupfer —-9.63
Graphit — 14

Bismut — 166
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In inhomogenen Magnetfeldern wirkt auf Diamagnetika eine Kraft in Richtung kleinerem
Betrag der Feldstédrke. Die Suszeptibilitit ist weitgehend unabhéngig von der Temperatur.

b) Paramagnetische Materialien

In paramagnetischen Materialien wird das dussere Magnetfeld leicht verstérkt, das heisst in
der Materie wird ein atomares Magnetfeld erzeugt, das gleichgerichtet dem dusseren Feld ist.
In inhomogenen Magnetfeldern wirkt auf Paramagnetika eine Kraft in Richtung grésserem
Betrag der Feldstérke.

Die Suszeptibilitit ist stark temperaturabhingig. Die oben angegebenen Werte beziehen sich
auf 20 °C. Nédherungsweise gilt nach Pierre Curie:

C

Am(T) = T (4.51)

wobei C eine Materialkonstante ist. Typische paramagnetische Materialien sind:

Material xAm[107°]
Aluminium (20 °C) 22
Mangan (20 °C) 871.0
Sauerstoff (20 °C, Normaldruck) 1.86
Sauerstoff (—183 °C, fliissig) 5670.0

¢) Ferromagnetische Materialien

Ferromagnetische Materialien wie beispielsweise Fe, Co, Ni, EuO besitzen unterhalb der
sogenannten Curie-Temperatur sehr hohe Suszeptibilititen, die aber vom dusseren Magnetfeld
abhéngig sind. Es entstehen also sehr starke Magnetisierungen im Material. Reines Eisen hat
= 5000 ... 200'000. Die starke Magnetisierung entsteht durch die permanenten magnetischen
Momente der Atome oder Molekiile, die eine starke gegenseitige Wechselwirkung aufweisen
Diese Wechselwirkung tritt auf, weil die Atome oder Molekiile in einem Kristallgitter
angeordnet sind. Ein dusseres Magnetfeld richtet diese magnetischen Momente aus.

Modell Weiss'scher Bezirke:
Kleine Magnetnadeln sind in kleinem Abstand gitterartig angeordnet. Bei der Ausrichtung der Nadeln wird die
Kopplung zu den Nachbarn sichtbar. Die Anndherung eines Permanentmagneten stort die Ausrichtung und es

bilden sich kleine Bezirke, in welchen die Nadeln alle die gleiche Orientierung besitzen.

Die Wechselwirkungsenergie zwischen zwei benachbarten magnetischen Momenten ist
minimal, wenn die Momente entlang ihrer Verbindungslinie gleichgerichtet sind. In
Bereichen, wo die magnetischen Momente parallel ausgerichtet sind, wird ein Zustand
relativer minimaler Energie angenommen. Das ist eine makroskopische Eigenschaft des
Ferromagneten. Diese Bereiche werden Weiss'sche Bezirke genannt. Bei einer Anderung des
dusseren Feldes édndern alle Dipole innerhalb eines Bezirkes ihre Orientierung in koordinierter
Weise. Dabei konnen aber auch wieder neue Weiss'sche Bezirke gebildet werden.
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Barkhausen Effekt:
Fe-, Ni- und Cu-Nadeln werden in eine Spule gebracht, die sich in einem Magnetfeld befindet. Wird die
Richtung des Feldes umgekehrt, miissen sich die magnetischen Momente in den Nadeln neu ausrichten. Das

Umklappen wird durch einen Lautsprecher horbar gemacht wird.

Durch das Umklappen der Weiss'schen Bezirke verdndert sich die Magnetisierung und somit
der magnetische Feldfluss. Die Verdnderung des magnetischen Feldflusses in der Spule
verursacht aufgrund des Faraday Gesetzes einen Spannungspuls an der Spule. Diesen kann
man horbar machen (Barkhausen Effekt).

Das Umklappen von Weiss’schen Bezirken benotigt Energie. Wenn in ferromagnetischen
Materialien die Orientierung der magnetischen Momente verdndert wird, muss also zuerst
Arbeit verrichtet werden.

Hysterese:

Um einen geschlossenen Eisenring sind zwei Spulen gewickelt. Durch die erste Spule fliesst ein Wechselstrom,
der ein magnetisches Feld im Eisenkern induziert, das mit der zweiten Spule gemessen wird. Die Spannung der
ersten Spule ist proportional zu H, die Spannung an der zweiten Spule ist proportional zu dB/dt, und mittels
Zuschaltung eines Kondensators, proportional zu B. Ein (H, B)-Diagramm zeigt die Hysterese. Ersetzt man den
Eisenring durch Lamellen, kann die Hysterese stark verkleinert und somit die Verlustleistung reduziert werden.
In Transformatoren muss die Hysterese moglichst gering sein, damit die Verluste beim Betrieb minimal

bleiben.

Sattigung

Figur 4.17: Hysterese-Kurve eines
Ferromagneten: das Magnetfeld B im
Material ist eine nicht-eindeutige Funktion
des dusseren Feldes H, nachdem die
Erstmagnetisierung (gestrichelt) erfolgt ist.
Fiir grosse Betrdge von H tritt Sittigung im
Material auf. Bg ist das Remanenzfeld, Hx
Sattigung das Koerzitivfeld.

Wird ein unmagnetisierter Ferromagnet das erste Mal durch ein dusseres Feld H magnetisiert,
héngt die Induktion B im Material eindeutig von H ab. Ab einer gewissen Grosse von H tritt
Sattigung im Material auf. Wird H wieder reduziert, bleibt die magnetische Induktion im
Material in Form der ausgerichteten permanenten atomaren Momente noch bestehen. Geméss
(4.50) liegt dann fiir H = 0 eine Restmagnetisierung vor, die ein Remanenzfeld Br erzeugt.
Der Ferromagnet ist nun permanent magnetisiert, ohne dusseres Feld. Dies ist die Grundlage
der magnetischen Speicherung von Information. Anwendung: Tonband, Magnetband.
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Die Magnetisierung kann nur auf null gebracht werden, indem ein entsprechend starkes
Gegenfeld —Hy (Koerzitivfeld) angelegt wird. B hingt also von der Vorgeschichte des

Materials ab. Nach der Erstmagnetisierung ist B nicht mehr eine eindeutige Funktion von H.
Dieses nichtlineare Verhalten wird als Hysterese bezeichnet (Fig. 4.17).

Die von der Hysterese-Kurve eingeschlossene Fliche stellt eine Energiedichte dar (aus 4.46
und 4.47 folgt w = % .B-H). Die Verinderung von atomaren Magnetfeldern erfordert Arbeit.

Ein Umfahren der Hysterese, z.B. in einem Wechselfeld, ist Verlust-Arbeit, die in Warme
umgewandelt wird. Deshalb ist man bei Spulenkorpern und Transformatoren an moglichst
»schmalen* Hysterese-Kurven, also an kleinen Koerzitivfeldern interessiert. Sehr kleine
Koerzitivfeldstirken liegen bei 1 bis 10 Am™'. Andererseits ist eine moglichst grosse
Hysterese erwiinscht bei der induktiven Erwérmung von Ferromagneten (Induktionsherd).

Die Sittigungswerte fiir die magnetische Induktion liegen typischerweise bei 1.6 T bis 2 T
und werden bei Magnetfeldstirken von 2:10° Am™! bis 30-10> Am ™' erreicht. Fiir
Permanentmagnete ist man an einer hohen Remanenz und einem hohen Koerzitivfeld

interessiert (fiir die Legierung AINiCo700 ist By =1.3T und Hg =55.7 kAm™ ).

Oberhalb der Curie-Temperatur wird die starke Wechselwirkung zwischen den magnetischen
Momenten der Gitteratome wegen der thermischen Bewegung gestort und somit verringert.
Ferromagnetische Materialien werden paramagnetisch oberhalb der Curie-Temperatur. Die
Curie-Temperatur betrégt fiir Eisen 770 °C, Tc(Ni) = 380 °C, Tc(Gd) =20 °C.

Curie-Temperatur von Eisen und Stahl:

Fe ist ferromagentisch. Ein Eisendraht iibertragt ein Wechselspannungssignal von einer Spule auf die andere.
Der Eisenstab wird iiber seine Curie-Temperatur erhitzt. Das Signal wird schlagartig nicht mehr iibertragen.
Der Stab ist paramagnetisch geworden. Ein CrNiFe Stahlblech (Tc=—125 °C), das bei Zimmertemperatur
von einem Permanentmagneten nicht gehalten werden kann, wird ferromagnetisch, wenn es mit fliissiger

Luft (=192 °C) unter seine Curie-Temperatur abgekiihlt wird.

4.6.2 Tragkraft von Magneten

Fiir die Berechnung der Tragkraft eines Magneten ist (4.35) ungeeignet, da der Abstand
zweier Magnete meist kleiner ist, als ihr typischer Durchmesser. Bei sehr kleinem Abstand
eines Nord- und eines Siidpols zweier Magnete hat man praktisch, analog zum Platten-
kondensator, ein ndherungsweise homogenes Magnetfeld. Zieht man einen Pol der Flache A
um die Strecke x vom andern weg, so entsteht ein neuer felderfiillter Raum, nach (4.46) mit

dem Energieinhalt W = % A-x-B?/ Lo - Dieser muss durch eine Arbeit erzeugt werden. Die

zugehorige Kraft ist also F=dW /dx = % A-B?/ Lo . Allgemeiner gilt (ohne Herleitung)

F=—.(H-A)-B , (4.52)

1
2
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wobei A die Querschnittsfliche des Magneten und B die magnetische Induktion im Luftspalt
bedeuten. Man beachte, dass dies analog zur Formel fiir die Kraft auf eine Platte im Platten-

kondensatorist:| F |:%| D-A-E

, wie man durch Umformen von 2.37 feststellt.

4.6.3 Levitation von Massen in Magnetfeldern

Levitation von Massen in Magnetfeldern:

Ein frei beweglicher Permanentmagnet wird von einem zweiten schwécheren Permanentmagneten nach oben
angezogen. Bei einem gewissen Abstand heben sich die Schwerkraft und die magnetische Anziehungskraft
gerade aufq; der Zusand ist allerdings nicht stabil. Wird der bewegliche Permanentmagnet jedoch zwischen

zwei fixen Diamagneten placiert, befindet er sich in einer Gleichgewichtslage.

Wird ein Diamagnet in ein dusseres inhomogenen Magnetfeld gebracht, wirkt die Kraft
F=(m-V)B auf die im diamagnetischen Material induzierten atomaren magnetischen

Momente. Da fiir den Diamagneten x,, <0, ist m ™ B, so dass Diamagnete von Orten

grosserer Magnetfeldstirke abgestossen werden. Die Kraft im inhomogenen B -Feld, die auf
einen makroskopischen Kérper des Volumen V mit der Magnetisierung J wirkt, ist:

F=(V-I-V)B=7y,, 1o -V-(H-V)H . (4.53)
Ein Diamagnet kann bei geeigneter Anordnung von einem inhomogenen Magnetfeld in

Schwebe gehalten werden. Das wurde bereits beim Meissner-Ochsenfeld Effekt beobachtet,
wo ein Permanentmagnet iiber einem Supraleiter (y,,, = —1, perfekter Diamagnet) schwebte.

Figur 4.18: Levitation eines Diamagneten oberhalb der Austrittsstelle des
starken B-Feldes (20 T) eines Solenoid-Elektromagneten (Bitter Magnet).
Das Magnetfeld wird durch einen Kreisstrom von I = 20 kA erzeugt, der
durch speziell konstruierte, kreisringférmige Kupferplatten fliesst. Diese
miissen wegen der Ohmschen Leistung (ca. 4 MW) mit Wasser gekiihlt
werden. Das Magnetfeld ist auf einen sehr kleinen zylinderféormigen Raum
begrenzt (Durchmesser 3.2 cm) und erzeugt ein magnetisches Moment myi,
im Diamagneten. Auf den Diamagneten wirkt wegen des inhomogenen
Magnetfeldes die abstossende Kraft Frag, die die Schwerkraft F, (punktierte
Pfeile) kompensiert.

Dieser Effekt kann auch bei normalen Diamagneten beobachtet werden, die sich in einem
inhomogenen Magnetfeld befinden. Andrei Geim (Nobelpreis der Physik 2010 fiir die
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Erforschung von Graphen) hat einige spektakuldre Versuche mit Wasser (x,, =—9- 107%)

durchgefiihrt und Wassertropfen schwerelos gemacht (Fig. 4.18). Da Lebewesen einen hohen
Wassergehalt aufweisen, sind diese ebenfalls diamagnetisch und kénnen in einem sehr starken
Magnetfeld von ca. 20 T schweben.

4.6.4 Atomistische Deutung der magnetischen Eigenschaften der Materie

Fiir die folgenden Uberlegungen soll ein halb-klassisches Atommodell verwendet werden.
Elektronen kreisen um einen Kern. Das bewirkt einen Kreisstrom, der ein magnetisches
Moment zur Folge hat:

m=1.A - |m|-1.A=22°__F m (4.54)
2 2-m,

Da der Betrag des Drehimpulses ¢ nach der Quantentheorie quantisiert ist, folgt:

‘z‘z /f.(£+1)-2i (¢ =0,1,...n—1) (4.55)
‘T

|ﬁ1|=\/€-(€+1).4h—'e=uB. [-((+1) (4.56)
-T-m,

mit pg =9.27-10743. 1! (up : Bohr'sches Magneton) (4.57)

Elektronen haben auch eine Art Eigendrehimpuls, einen Spin. Dieser Spin verursacht eben-
falls ein magnetisches Moment.

Auch der Atomkern hat einen Spin, der ein magnetisches Moment zur Folge hat. Der Betrag
ist aber um drei Grossenordnungen kleiner als bei Elektronen und kann hier vernachlissigt
werden.

Bahndrehimpulse und Spins der einzelnen Elektronen addieren sich gemiss den Regeln der
Quantentheorie zu einem Gesamtdrehimpuls (Vorlesung Afomphysik). Dieser Gesamt-
drehimpuls ist ebenfalls quantisiert und, dhnlich wie der Bahndrehimpuls, mit einem
magnetischen Moment verkniipft.

In diamagnetischen Substanzen haben die einzelnen Elektronen teilweise Bahndrehimpulse
und einen Spin, aber der Gesamtdrehimpuls aller Elektronen eines Atoms, bzw. Molekiils ist
null. Nun soll wiederum vereinfacht angenommen werden, dass einzelne Elektronen um den
Kern kreisen. In einem dusseren Magnetfeld wird die Winkelgeschwindigkeit © wegen der
Lorentzkraft FL , und der damit verbundenen Anderung der Zentripetalkraft, je nach Drehsinn
des Elektrons etwas grosser, oder etwas kleiner (Lenz’sche Regel). Die verédnderte Winkel-
geschwindigkeit sei o'

‘FL ‘:e.v.‘ B‘:me.r.(mz—m'z) ~ me-r-z-(D'-ACO

ool

2

2.

mtv=o'r —> Ao = *

=

€
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2 | & 2 | &
e” | B e B
A=SA0_y | > |Am|=ALA | n-r?
2-m 4-m-m, 4-m-m,
) _
j=n-Aﬁl=xm-ﬁ=—n-M~n-r2 , (4.58)
4-m-m,

wobei beriicksichtigt wurde, dass wegen der Lenz'schen Regel A T4 B gilt. Also

2
4-m,

wobei n die Anzahl Elektronen pro Volumeneinheit ist. Fiir Wasserstoffgas bei Normal-
temperatur und Normaldruck ist n = 5.4-10%° m >, der Erwartungswert des Radius ist ungefihr
0.53:107'% m. Damit wird die grob geschitzte magnetische Suszeptibilitit: ym =~ —1.3-107%,
dieselbe Grossenordnung wie der gemessene Wert von —2.2-107°.

Bei paramagnetischen Substanzen haben die Atome oder Molekiile einen von null
verschiedenen totalen Drehimpuls und somit ein magnetisches Moment. Die magnetischen
Momente sind in Wechselwirkung mit dem dusseren magnetischen Feld. Die gegenseitige
Wechselwirkung zwischen den atomaren Dipolen kann aber vernachldssigt werden. Der
Ausrichtung im dusseren magnetischen Feld steht die Warmebewegung gegeniiber. Die
Ausrichtung der magnetischen Momente in Richtung des dusseren Magnetfeldes ist
quantisiert (Stern-Gerlach Versuch). Trotz der Quantisierung gilt in grober Néherung (2.60):

=2

m Np-p m

~n-p- =g —— T . 4.60
Xm,para Mo 3.k-T Mo . ( )

Ferromagnetische Substanzen bestehen aus Atomen mit permanenten magnetischen
Momenten, die im Kristallgitter eine starke gegenseitige Wechselwirkung aufweisen.

Antiferromagnetische Substanzen haben zwei Untergitter beide haben magnetische
Momente, die stark gekoppelt, jedoch gegeneinander gerichtet sind, so dass die resultierende
Suszeptibilitdt klein und sehr komplex von der Temperatur abhédngig ist.

Ferrimagnetische Substanzen haben wie antiferromagnetische Substanzen zwei Untergitter
mit entgegengesetzten magnetischen Dipolmomenten, die aber nicht gleich gross sind. Somit
ergibt sich eine resultierende Suszeptibilitdt, die zwar kleiner ist als bei ferromagnetischen,
jedoch wesentlich grosser als bei paramagnetischen Substanzen. Anders als Ferromagnetika
haben Ferrimagnetika eine sehr geringe elektrische Leitfahigkeit und deshalb konnen Wirbel-
stromverluste bei hohen Frequenzen vernachldssigt werden.

Ferroelektrika weisen ein permanentes elektrisches Dipolmoment im Kristallgitter auf, das
mit einem dusseren E-Feld umgepolt werden kann (z.B. Bariumtitanat, BaTiOs3). Das ist bei
Piezoelektrika (z.B. Quarz, Si02) nicht mdglich. Bei der Umpolung nehmen verschieden
geladene Ionen im Gitter leicht versetzte Plitze ein. Das fiihrt zu kleinsten Gitterdeforma-
tionen von weniger als einem Atomdurchmesser.

Multiferroika sind neuartige Materialien, die ferromagnetische und ferroelektrische Eigen-
schaften kombinieren. Diese konnen durch dussere B- und E-Felder beeinflusst werden.
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4.7

Wichtige Beziehungen elektrischer und magnetischer Grossen

Elektrische Grossen

Magnetische Grossen

elektrische Feldstarke: E

fundamentales Feld, alle elektrischen Ladungen tragen bei

magnetische Induktion: B

fundamentales Feld, alle elektrischen Strome tragen bei

Dielektrische Verschiebungsdichte:

D=¢-¢,-E

Rechengrosse, nur freie Ladungen tragen bei

H-Feld, Magnetfeld:
H=-LB

H-Ho

Rechengrosse, nur makroskopische Strome tragen bei

Kraft auf elektrische Ladung Q:
F=Q-E

Kraft auf bewegte elektrische Ladung Q:
F=Q-(vxB)

Ladung erzeugt elektrisches Feld:
. 1 T
E=—7— Q 3

4-m-g, r

Bewegte Ladung erzeugt magnetische Induktion:
My Q-(VxT)
4.1 r

!

Beziehung Feld-elektrische Ladung:

Beziehung Feld-elektrischer Strom:

D-dA = QinV (Satz von Gauss) J. H(g) -ds = Z I (Gesetz von Ampere)
Oberflache Rand Flache A
von V von A
Elektrischer Fluss: Magnetischer Fluss:
®, = [ E-dA ®, = [ BdA
Flache A Flache A
Kapazitit: Induktivitit:
— g - _ Uind
U dl/dt
Kapazitit des Plattenkondensators: Induktivitdt einer langen, diinnen Spule:
A — A A: Querschnittsflache
C= € A: Fliche der Platten L= Ko . Nz N: Anzahl Windungen
d d: Abstand der Platten Y ¢ Linge der Spule
Energie in der Kapazitit: Energie in der Spule:
E=1.C-U’ E=1-L-1
Energiedichte des elektrischen Feldes: Energiedichte des magnetischen Feldes:
—_1E.D _1R.M
Wel_EE'D wmag_EB.H

elektrisches Dipolmoment:

p=Qa

magnetisches Moment:

—

m=1I[-A

Kraft, mechanisches Drehmoment, potentielle Energie:
F=(p-V)E
M = px E
Epot =—p-E

Kraft, mechanisches Drehmoment, potentielle Energie:

Materie im elektrischen Feld:

D=¢-g,-E=(1+y%,)-¢-E=¢,-E + P

Materie im magnetischen Feld:
-

Polarisation, Dipolmomentdichte:
- AP -
p=2P Ye € E

AV

- 1 B_1®™3
H= B (4w )Mo B= Ho B-J
Magnetisierung, Magnetmomentdichte:
-~  Am _
=——=Y%nH
AV
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S. WECHSELSPANNUNGEN UND WECHSELSTROME

5.1 Sinusformige Wechselspannungen

Im Beispiel der Leiterschleife, die sich in einem homogenen Magnetfeld dreht, wurde bereits
in (4.39) festgestellt, dass zwischen den Enden der Leiterschleife eine sinusformige Wechsel-
spannung entsteht. Dreht sich eine Spule mit N Windungen um eine Drehachse senkrecht zum

homogenen Magnetfeld B, ergibt sich die induzierte Spannung:
U, q (1) :N-(o-‘ B H A ‘-sin(m-t—i-(p) =Uj-sin(o-t+¢@)=Uj-cos(w-t+¢') . (5.1)

Der Spannungsverlauf ist durch die Amplitude Uo, die Kreisfrequenz o und die Phase ¢ (oder
¢'=¢—7) vollsténdig charakterisiert. Die Phase ¢ ist durch die Anfangsbedingungen, d.h.
die Lage der Spule zur Zeit t = 0 bestimmt.

FU(t)
v /\ /\
. T T T T >t Figur 5.1: Verlauf einer harmonischen
/ ® T 2m 3m 4 W Wechselspannung in Funktion der Zeit
5 mit der Amplitude Uy, der Kreis-
iy frequenz ® und dem Phasenwinkel ¢.
o

Wechselspannung spielt in der Technik eine grosse Rolle. Sie lésst sich relativ einfach
erzeugen und kann auf hohere oder tiefere Spannungswerte transformiert werden. In der
Schweiz betrigt Uo filir den einphasigen Wechselstrom 325 V und die Frequenz v =50 Hz,

ow=2n-v=314s"

Fouriersynthese:
Die Uberlagerung von 10 Sinusschwingungen mit bestimmten Amplituden erzeugt eine periodische Rechteck-

funktion, bzw. einen Sdgezahn. Die Fouriersynthese wird mit einem Synthesizer horbar gemacht.

Elektrische Generatoren, nicht nur Leiterschleifen in einem homogenen Magnetfeld, erzeugen
ndherungsweise sinusformige Wechselspannungen. Wir beschridnken uns in diesem Kapitel
noch aus einem anderen Grund auf harmonische Wechselspannungen. Jede beliebige andere
Wechselspannung U(t) kann durch eine Addition von Sinus- und Cosinus-Schwingungen mit
Vielfachen der Kreisfrequenz o iiberlagert werden. Dies ist die Fourier-Synthese von zeit-
abhingigen Funktionen. Die Fourierreihe einer beliebigen periodischen Funktion y(t) lautet

y(t) = a, -sin(n-®-t)+b, -cos(n-m-t) (5.2)
n=0
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Die Koeffizienten a, und b, in (5.2) lassen sich wie folgt bestimmen:

a, =

% y(t)-sin(n-®-t)-dt b, =

als

O —

T
[ y(t)-cos(n- w-1)-dt (5.3)
0

Die Thematik der Fourier-Analyse, insbesondere auch fiir nicht-periodische Funktionen, wird
in den Vorlesungen Mathematischen Methoden der Physik behandelt.

In Kapitel 3.4 wurden Gleichstromkreise behandelt. In diesen spielen nur Widersténde als
passive Elemente eine Rolle. Kapazititen wirken als Stromsperren, und Induktivitéten, also
Spulen, haben den Gleichstromwiderstand null, sofern der Ohmsche Widerstand der Dréihte
vernachléssigt werden darf.

In Wechselstromkreisen fliesst der elektrische Strom durch Widerstédnde entsprechend dem
Ohmschen Gesetz. Kapazitidten werden im Wechselstrom geladen und entladen, und in Spulen
bauen sich mit der Frequenz der Wechselspannung magnetische Felder entgegengesetzter
Polaritit auf und ab. In den néchsten Kapiteln geht es darum, die Charakteristiken von
Kapazititen und Induktivititen in Wechselstromkreisen zu untersuchen.

5.2  Kapazitit und Induktivitiit bei Ein- und Ausschaltvorgingen

Entladung eines Kondensators:
Ein Kondensator wird tiber verschiedene Widerstinde entladen und der Verlauf der Stromstiarke wird

aufgezeichnet. Je grosser der Widerstand, desto langsamer verlduft die Entladung.

5.2.1 Entladen eines Kondensators iiber einen Widerstand

p I C 2. Kirchhoff’sche Regel, von P aus im Uhrzeigersinn:
®
+QI|—Q _UC_UR:()
Q _ Lo _dQ
1(t) 4 R —E—LR—O es gilt: I_E
dQ 1
i rRC O
o

Damit I =dQ/dt gilt, muss die Stromrichtung korrekt relativ zur Polung des Kondensators

eingezeichnet sein, das heisst wenn I(t) > 0, dann nimmt Q(t) als Funktion der Zeit zu. Mit der
Anfangsbedingung Q(t =0)=Q, finden wir die Losung:

Q(t) — Q() . e—l/(R.C)-t — Q() i e—t/rc ) (54)
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Die Ladung nimmt nach dem Schliessen exponentiell ab. Der Kondensator entlddt sich iiber
den Widerstand.

Die charakteristische Zeit T, nach welcher der Anfangswert noch 1/e = 36.8% betrégt, ist
fiir das RC-Glied 1 =R -C. Je grosser die Kapazitit und je grosser der Widerstand ist, desto
langer dauert der Entladungsvorgang. Fiir den Strom gilt:

I(t) = dQ Q- VRO VROM _p Ve

dt R-C

Beachte, dass bei der Entladung die berechnete Stromrichtung I(t) entgegengesetzt zur
eingezeichneten ist: I <0.

5.2.2 Einschalten eines elektrischen Stromes iiber einen Widerstand und eine Spule

L

2. Kirchhoff’sche Regel, von P aus im Uhrzeigersinn:
R Uind_UR+U0:0

Y RsU, =0
dt

Dieses Problem wurde bereits in Kapitel 4.5.4 (Fall b) gelost:
U _ . U —t/
I(t)=—2-(1-e Ry = =0 (17 5.5
(t) R ( ) R ( ) (5.5)

Der Strom I(t) steigt nach dem Einschalten exponentiell an und néhert sich dann dem
stationdren Wert I, = U, /R an.

Die charakteristische Zeit fiir das RL-Glied betrdgt t1; =L/R. Je grosser die Selbstinduktion
und je kleiner der Widerstand ist, desto ldnger dauert der Einschaltvorgang.
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5.3  Widerstand, Kapazitiit und Induktivitit im Wechselstromkreis
Im folgenden nehmen wir an, dass die Wechselspannung gegeben ist durch

U(t)=U,-sin(o-t) .

Wir bestimmen nun die Wechselstromstirken fiir die Leiterelemente R, C und L.

5.3.1 Wechselstromstirke iiber einem Ohmschen Widerstand R

1(t) 2. Kirchhoff’sche Regel, beginnend bei P:
P

—
U() ¢ —Up +U=0 ,

g R

i “R-I+U=0 .

u@) U, .
I(t)y=——=—"-sin(®-t) .
(t) R "R (w-1)

Die Stromstérke I(t) hat die Amplitude U, /R und ist in Phase mit der Spannung, d.h. sobald

eine Spannung an einem Ohmschen Widerstand liegt, fliesst ein Strom. Der Widerstandswert,
definiert als Quotient zwischen Spannungs- und Stromamplitude, ist fiir den Ohmschen
Widerstand wie erwartet R = U, /I .

5.3.2 Wechselstromstiirke iiber einer Kapazitiit C

I(t) 2. Kirchhoff’sche Regel, beginnend bei P:
R |
U(t)? +Q||—Q —UC+U=O ,
i C
’ Q. u=o
C
Iﬁ)zdgf)=Cudi?):L%-mchoqmm)zyymn@yt+§). (5.6)

Die Stromstérke I(t) hat die Amplitude U, -®-C und ist gegeniiber der Spannung um +90°

phasenverschoben. Im Kondensator eilt der Strom der Spannung voraus. Um eine

Spannung {iber dem Kondensator aufzubauen, muss zuerst ein Strom fliessen, der den
Kondensator auflddt.

Wechselspannung iiber C:

Eine Wechselspannung wird an einen Kondensator angeschlossen. Die Stromstérke wird durch eine Glithlampe

im Leiterkreis angezeigt. Je hoher die Frequenz der Wechselspannung, desto starker leuchtet die Lampe.
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Der Widerstandswert R fiir die Kapazitit ist:

Ro=—2= : (5.7)

Dieser Widerstandswert gibt keine Auskunft iiber die Phasenverschiebung, sondern nur iiber
das Verhiltnis der Spannungs- und der Stromamplituden. Je grosser die Kreisfrequenz der
Wechselspannung iiber C, desto kleiner wird der Widerstandswert R . Man sagt:

"Kondensatoren werden bei hohen Frequenzen Leiter".

5.3.3 Wechselstromstirke iiber einer Induktivitiit L

1(t) 2. Kirchhoff’sche Regel, beginnend bei P:
P
U() 4 L Uyq+U=0 ,
: -L A +U=0
dt
dI(t)

U(t)=L-—==U, -sin(®-t
(t) " 0 -sin(®-t)

§] §] §]
I(t) = =2 [sin(®-t)-dt = ——2cos(®- t) = —2-sin(w-t — £ 5.8
(==%[sin(o-0 —cos(o-t) =—"sin(o-t =) (5.8)

Die Stromstérke I(t) hat die Amplitude U, /(®-L) und ist gegeniiber der Spannung um —90°

phasenverschoben. In der Spule hinkt der Strom der Spannung hinterher. Der Grund ist
die Lenz'sche Regel: der Aufbau des Magnetfeldes hemmt die Stromadnderung.

Wechselspannung iiber L:
Eine Wechselspannung wird an eine Spule angeschlossen. Die Stromstarke wird durch eine Glithlampe im
Leiterkreis angezeigt. Je hoher die Frequenz der Wechselspannung, desto schwécher leuchtet die Lampe. Das

Einbringen eines Eisenkerns in die Spule erhoht L und Ry (Anwendung: Dimmer).

Der Widerstandswert R einer Induktivitét ist:

U
R ==L . (5.9)
I0

Je grosser die Kreisfrequenz der Wechselspannung iiber L, desto grosser wird der
Widerstandswert R; . Man sagt: "Spulen werden bei hohen Frequenzen Widerstinde".
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Ohmscher Widerstand

Widerstandswert des Ohmschen Widerstands
ist unabhéngig von der Frequenz

Kapazitat Induktivitat

Widerstandswert der Kapazitit sinkt Widerstandswert der Spule steigt
mit steigender Frequenz: mit steigender Frequenz:
C=1 pF, v=50 Hz, Rc=3180 Q L=1H, v=50 Hz, R{=314 Q
C=1 pF, v=2000 Hz, Rc=80 Q L=1 H, v=2000 Hz, R =12570 Q

Figur 5.2: Uberblick iiber das Verhalten Ohmscher Widerstéinde, Kapazititen und Spulen in Wechselstrom-
kreisen. Spannungen sind mit ausgezogenen, Stromstirken mit gestrichelten Kurven gekennzeichnet. Der
Phasenwinkel ¢ fiir U(t) ist in diesen Darstellungen null gewahlt.
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5.4  Widerstandswerte in komplexer Darstellung, Impedanz

Zwei reelle Zahlen a, und b, sowie die imaginire Einheit 1= J-1 bilden die komplexe Zahl
z=a+i-b .

a und b heissen Real-, bzw. Imaginérteil von z. Komplexe Zahlen werden in der Gauss'schen
Zahlenebene dargestellt: Die Zahl z befindet sich am Punkt (a, b), wobei der Realteil Re
entlang der x-Achse und der Imaginérteil /m entlang der y-Achse abgetragen wird. Die Zahl
z kann auch als Vektor in der Gauss'schen Zahlenebene aufgefasst werden. Der Vektor z zeigt
vom Ursprung zum Punkt (a, b); er ist durch seinen Betrag r und den Winkel ¢ zur x-Achse
eindeutig gegeben. Das ist die polare Form der komplexen Zahl z:

Z=T-COSQ+1-T-Sin¢Q .

Esgilt r=+ a’+b? und ¢ = arctan(b/a) . Mit Hilfe der beriihmten Beziehung, die der
Schweizer Mathematiker Leonhard Euler 1748 entdeckt hat:

e® = cosQ+i-sing ,

wobei e ist die Eulersche Zahl e= )" 1/k!=2.7182818... ist, gilt schliesslich:
k=0

z = a+i-b = r-(cos+i-sing) = r-e' . (5.10)

Wechselspannungen und Wechselstrome mit fester Kreisfrequenz ® sind nach (5.1)
proportional zur harmonischen Funktion sin(®-t+ @) oder, dquivalent, cos(m-t+@'), also:

Reell: U(t)=U, -cos(o-t+¢,), I(t) =1, -cos(o-t+¢,)
Komplex:  U(t)=U,-e" @) =, .e"t 1(t) =1, - @) =], e,

wobei U, = U, -¢"? und I, =1, .¢"? die komplexen Spannungs-, bzw. Stromamplituden
sind, die die Phaseninformation beinhalten. Es gilt:

U(t) =Re(U(1)) I(t) = Re(I(t)) .

Die Bestimmung von Spannungen und Stromen in Wechselstromkreisen mit Widerstinden,
Kapazititen und Induktivititen wird sehr einfach, wenn die komplexe Darstellung U und 1
verwendet wird, da die Phaseninformation automatisch beriicksichtigt wird. Beachte: Das
gemessene Signal ist immer der Realteil.

Wechselspannung und Wechselstrom sind durch die Impedanz Z. wie folgt verkniipft:

/7 = = = -
IO IO . el.(pl IO

" 2 Py .
% _ Yo _ Ype™ Ug icoy-o) (5.11)
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir als Referenzphase ¢ =0

Ohmscher Widerstand: Zp = U?(p ; e;=0 = Zp =%=R (5.12)
IO - At 0
Kapazitit: I(t)=C AU C -i(UO Y =Ci-w- Uy et =1, et
dt dt
Zc=%=i Ci c (5.13)
0 o
I d k TN . di d 2 1ot . 2 1ot " 1ot
nduktivitét: U(t):L-azL-a(Io-e )=L-1i-o0-Ij-e™ =U,-e
ZL:[;O:i-(o-L (5.14)
0
1 .
Impedanzen: Zgp =R Zc =+ Z =1-0-L
1-0-C

Mit den im allgemeinen komplexen Impedanzen kann in Stromkreisen generell wie mit
Ohmschen Widerstidnden gerechnet werden. Der Betrag der komplexen Impedanz ist der
bereits eingefiihrte Widerstandswert.

Fiir die Kombination von R, C und L gilt nun allgeimein:

-1
Serieschaltung: 7.,=7,+7, Parallelschaltung: 7., = [ZL + ZL} (5.15)
1 2

Challenge: Wie gross ist die Gesamt-Impedanz Z einer unendlich langen Impedanz-"Leiter",
die aus Elementen der Impedanzen Z1 und Z: besteht und wie dargestellt in Serie geschaltet
sind? Bestimmen Sie zunéchst die Impedanz Zn+1 unter der Annahme, dass die Impedanz Zn
(gestrichelt eingefasst) bekannt sei. Flir n—oo gilt dann Zn+1 = Zn = Z.

1. Berechnen Sie den Gesamtwiderstand fur den Fall Z1 =72 =R.
2. Nun sei Z1 eine Spule und Z> ein Kondensator. Diskutieren Sie die Funktion Z(w).
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5.5 Kombinationen Ohmscher, kapazitiver und induktiver Elemente
Bei passiven Zweipolen geht es darum, die Gesamtimpedanz, den Gesamtstrom, sowie die

Spannungsabfille liber, bzw. die Strome durch die einzelnen Elemente zu berechnen. Das
Vorgehen kann am besten anhand von Beispielen gezeigt werden.

5.5.1 Serieschaltung von Elementen im Wechselstromkreis

U(t)
Gegeben:
Ur(®) U U(t) = Uy - cos(o-t) = Re(U(t)) = Re(U,y - ")
— .
R L Gesucht:

Z’ I(t): UR(t)a UL(t)

Die Impedanz der Serieschaltung betragt:
Z=R+i-o-L

Damit kann die Wechselstromstirke berechnet werden:

I(t) = Re(i(t)) = Re(@) = U, Re( ; Y = U, - Re( R-ire-L oty
z R+i-0-L R%+? 12
:%-Re((R—i-w-L)-ei'“"t) :%-Re(«/Rz + 2 12 ety
R°+o"-L R +w°-L
=L-cos(m-t+(pl)
VR? + 0?17
o-L

mit @ = arctan( R ).
Die praktische Anwendung soll mit einem numerischen Beispiel illustriert werden:
Uo=12V; v=50Hz; R=1500Q; L=25H

| Z|=| R+i 0L |=VR*+0* -1 =1693Q

¢y = arctan(- %L )= —0.4823 = —27.64°

100 =i -cos(0-t+ ) = 7.087mA cos(a- 1 +)
R*+w”-L

Ur (t)=R-I(t) =10.63V -cos(w-t+¢y) ,
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U, (t) = Re(Zy -I(t)) = 785.4 ©Q-7.088 mA - Re(i-¢"(®"®)) = 5567V -cos(o-t+ ¢y )

mit ¢, =@y +g= 1.0885 = 62.37°

Spannung [V]

Figur 5.3: Verlauf der Spannung U, und der Spannungen iiber R und L.

5.5.2 Parallelschaltung von Elementen im Wechselstromkreis

u®
Gegeben:
R Iy U(t) = Uy - cos(e- t) = Re(U()) = Re(Uj -"")
a Gesucht:
L Yy y | Z, 1 (b), T (1), Ly (D)
L I.(t)

Die Impedanz der Parallelschaltung betrégt:

l_l_'_ 1 oL-i-R
Z R 1-o-L ®-R-L

Damit konnen die Wechselstromstirken berechnet werden:

I (8) = Re(lg (1) = Re (U“)) Yo cos(-1)
7R R
U I . U
I, (t) = Re(i, (t) = R(Z(Lt)) Ug-Re(———c t):w—.(}d-cos((o-t—g)
U L-i-R g U R?
T (8)= Re(ly (D) = Re( ) = Uy - Re( LK ehoty 20 L+ cos(or o)

. R
mit @ =arctan( ———) .
o-L
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5.5.3 Hoch- und Tiefpassfilter

Nun bilden wir einen Vierpol. Auf den Eingang (linkes Anschlusspaar) wird je eine Wechsel-
spannung Ue(t) gegeben, welche eine Uberlagerung einer niederfrequenten (vi = 50 Hz) und
einer hochfrequenten (v2 = 20'000 Hz) Spannung ist. Gesucht ist die Spannung Ua(t) am
Ausgang (rechtes Anschlusspaar).

| —

[ I I o L
U0 RETIM  Uy®) U(t) C—— |1 U,
[ L J [ L J
Eingang Ausgang Eingang Ausgang

Figur 5.4: Einfachste Anordnung eines Hochpassfilters (links) und eines Tiefpassfilters
(rechts) mit einem Ohmschen Widerstand und einer Kapazitit.

a) Hochpass-Filter

Die Eingangsspannung U, wird an der Serieschaltung von C und R angelegt; die Ausgangs-

spannung U, wird liber dem Widerstand R abgegriffen:

ﬁezzi:(, 1C+Rj-i
1-0- 2 .
o0 = R 0 =(coRC) +1 ((02R C)-U

a

¢

Die gemessene Ausgangsspannung betragt
U, (t)= Re(U,) = Re(f(w)-U,) ,

wobei f(w) die komplexe Ubertragungsfunktion mit Betrag |f(w)| ist (Fig. 5.5). Fiir den
Hochpassfilter gilt

(@R-C)’+i-(0-R-C) =[f ()] =

o-R-C -eih(p(w)
14+(w-R-C)? J1+ (0 R-C)?

f(®) =

mit der Eigenschaft £(0) =0 und | f(o) | — 1 fiir ® —> o0, das heisst hohe Frequenzen werden

mit wenig Verlust iibertragen (Hochpass), die Amplituden tiefer Frequenzen werden hingegen
reduziert.
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AN | f ( (,l)) |
TR
N\
\
N\
N\,
05| / "~
. .
------------- Figur 5.5: Betrag der Ubertragungsfunktion fiir
0 ‘ , ‘ , > einen RC-Hochpassfilter (durchgezogene Linie)
0 2 4 6 8 o-R-C und einen RC-Tiefpassfilter (gestrichelt).

b) Tiefpass-Filter

U, :z-i:( ! +Rj-i
1ro-C

1 ~  1-i(®-R- .
SOl RO
. 1 . 1+i-(0-R-C) 1+(0-R-C)
U, =- -1
1r0-C

Die gemessene Ausgangsspannung betragt

U, (1) = Re(U,) = Re(f(0)- Uy) .
Fiir den Tiefpassfilter gilt

f(w) = l-i-(w-R-C) _ |f(0))|-ei'q’(°)) _ 1 'ei.q)(o))

" 1+(®-R-C)? JI+ (0 R-C)>?

mit der Eigenschaft £(0) =1 und | f(w) | — 0 fiir ® - oo. Die Amplituden hoher Frequenzen

werden zunehmend reduziert, die Amplituden tiefer Frequenzen werden hingegen mit wenig
Verlust iibertragen (Tiefpass).

Numerisches Beispiel: C=1pF R =200Q

Die Eingangsspannung am Hoch-, bzw. Tiefpassfilter bestehe aus zwei Wechselspannungen
in Phase mit den realen Amplituden Ui, Uz, und Frequenzen vi = 50 Hz, v2=20'000 Hz:

Eingang: U, (t) = U, -cos(ayt) + U, -cos(myt) = Re(U; - + U, -e" ") = Re(U,)
Ausgang Hochpass: U, (t) =U;-0.063-cos(oyt+1.51)+ U, -0.999-cos(w,t +0.04)
Ausgang Tiefpass: U, (t) = U;-0.998-cos(w;t—0.06)+ U, -0.040-cos(w,t —1.53)

Das unterdriickte Signal weist eine Phasenverschiebung nahe bei £n/2 auf, wihrend das
schwach reduzierte Signal eine Phasenverschiebung nahe bei 0 erféhrt.
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5.5.3 Bandpassfilter

e | N R Q
° | 1 lI °
2
UL R ’J_’ I, cT— U
[ Ll_, @
Eingang Ausgang

Figur 5.6: Bandpassfilter, bestehend aus einem CR-Hochpassfilter und einem RC-Tiefpassfilter.

Ein Hochpass- und ein Tiefpassfilter werden nun hintereinander geschaltet, so dass ein
einfacher Bandpassfilter entsteht (Fig. 5.6). Anwendung der 2. Kirchhoff’schen Regel,
beginnend bei P, bzw. bei Q, und der 1. Kirchhoff’schen Regel bei K ergibt folgendes
Gleichungssystem:

UC_ZC'I_ZR.II :0

U.-Ze 1-(Zg +Z¢)-1, =0 i
e ~Zol=(ZrtZc) L) U, =£(8)-U; =—5———U, , mit 6=0-R-C
U,-Zc1,=0 & —3ip-1

Fiir die Ubertragungsfunktion f(&®) finden wir, dass £(0) =0, und | f(®) | — 0 fiir ® > .
Das relative Maximum liegt bei | £(1)|= 14

Challenge: Ein Tiefpassfilter ist einem LC-Glied nachgeschaltet. Berechne die komplexe
Ubertragungsfunktion f(w) und ihren Betrag, sowie f| (), also ohne den nachgeschalteten

Tiefpassfilter.
L R
— " | .
U () (CR— c—_— U0
[ °

Eingang Ausgang



114 Physik 2

5.6 Leistung im Wechselstromkreis

Mit der zeitlichen Variation der Spannung und der Stromstarke variiert auch die
aufgenommene Leistung mit der Zeit:

P(t) = U()-I(t) = Uj-cos(ow-t)-I-cos(w-t+@;) , (5.16)

wobei der Phasenwinkel der Spannung willkiirlich auf Null gesetzt ist. Meist interessiert nur
die liber die Zeit gemittelte Leistung. Falls man {iber viele Perioden mittelt, spielt der Beitrag
einer angebrochenen Periode keine Rolle. Man kann also einen Mittelwert {iber eine ganze
Anzahl Perioden, bzw. iiber eine einzige Periode bilden:

P =

S —

1 U, -1
—.[P)-dt = =9 0.c0s . 5.17
T () ) 01 ( )

Fiir ideale Kondensatoren und Spulen gilt ¢; =+n/2, also cos@; =0, und diese geben unter

Wechselspannung keine Leistung ab. Fiir den Ohmschen Widerstand ist ¢; =0, also

— 1
Pr=7Uolo = Uegr Tegr (5.18)

Yo Lo
V2 V2

Aus praktischen Griinden fiihrt man die sogenannte effektive Spannung U . und die effektive

Stromstirke 1.4 ein. Fiir die zeitlichen Mittelwerte von Uz(t) und I* (t) gilt:

2
Ug-cosz(m-t)-dtzUTO=(Ueff)2 (5.19)

U%(t)=

O —

L
T
2

T
[ 15 -cos*(w-t)-dt = Lo” (g )? (5.20)
0

2 _
(1) = =

1
T

Effektivwerte sind vor allem in der Technik sehr gebrauchlich. Messinstrumente messen
hiufig Effektivwerte. Die Multiplikation der effektiven Spannung mit der effektiven Strom-
starke gibt, wie oben gezeigt, die zeitlich gemittelte Leistung. Fiir Ohmsche Widerstinde gilt
auch das Ohmsche Gesetz in der Form: U 4 =R -I 4.

Effektive Spannung:
Zwei Glithlampen werden mit Wechselstrom, bzw. Gleichstrom betrieben und in ihrer Helligkeit verglichen.

Diese sind gleich, falls die Amplitude der Wechselspannung um ca. 1.4 grosser ist als die Gleichspannung.
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Stromversorgung: Uber eine Leitung soll ein Verbraucher mit elektrischer Energie versorgt
werden. Da die elektrische Versorgungsleitung einen Ohmschen Widerstand R; hat, ist der

Transport mit einer Verlustleistung iiber der Leitung, P; , verbunden:
P, = R -I? =R 2
L = Rp-I' = R -(P/U)7,

wobei U die Spannung iiber der Versorgungsleitung und P die gesamte Leistung , das heisst
Verlustleistung plus Verbraucherleistung, ist. Der relative Leistungsverlust ist dann

P /P = R, -P/U%

Der relative Leistungsverlust nimmt bei gegebener Gesamtleistung P und Widerstand Ry

quadratisch mit der Spannung ab. Deshalb wird zur Energieiibertragung Hochspannung von
380 kV verwendet. Wechselspannung wird eingesetzt, da deren Erzeugung durch Generatoren
(Dynamo), sowie deren Verdnderung durch Transformatoren, technisch dusserst zuverléssig
realisiert werden konnen.

Allerdings werden bei langen Leitungen und hohen Wechselspannungen die kapazitiven und
induktiven Verluste der Energieiibertragung gross: bei Freileitungen >750 km, bei Erd- und
Seekabeln bereits bei einigen 10 km. Fiir sehr grosse Distanzen wird deshalb die technisch
aufwindigere Hochspannungs-Gleichstrom-Ubertragung eingesetzt, die keine kapazitiven und
induktiven Verluste aufweist.
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5.7  Der elektrische Schwingkreis

5.7.1 Der LC-Kreis

v oF
—Q®
C =] L
+Q (1)
€ Figur 5.7: Schaltschema eines einfachen elektrischen
I(t) Schwingkreises bestehend aus L und C in Serie.

Wie beim RC-Kreis wird ein geladener Kondensator durch Schliessen eines Schalters
entladen, diesmal jedoch {iber eine Induktivitét (Fig. 5.7). Die 2. Kirchhoff’sche Regel,
angewendet im Uhrzeigersinn, beginnend bei P, ergibt:

Uing =Uc =0

ar_Q 0 - d2Q+

1
_.0=0
dt C dt? L-CQ

Der letzte Ausdruck ist die Differentialgleichung einer harmonischen Schwingung. Die
Losung dieser Differentialgleichung lautet:

Q(t)=Qq-cos(m-t+¢) . Qp und ¢ gemiss Anfangsbedingungen  (5.21)

Durch Einsetzen von (5.21) in die Differentialgleichung muss fiir » gelten:

0 = Frequenz des elektrischen LC-Schwingkreises (5.22)

Die Gleichungen fiir die Stromstidrke und die Spannungen iiber der Kapazitit und der Spule
lauten, unter der Annahme @ =0:

I(t)zc(ii—?:—oa-QO-sin(o;)-t)
_RO_ Q0 s
Uc(t) = C C cos(m-t)
UL(t)=L%=—w2-L-Qo-cos(m-t) . (5.23)

Das bedeutet, dass die Stromstérke I(t) und die {iber C und iiber L liegenden Spannungen
Uc(t) und Uy (t) eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz o ausfiihren.
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5.7.2 Der gedimpfte RLC Schwingkreis

Falls ein Ohmscher Widerstand R in Serie zugeschaltet wird, entsteht ein gedampfter
Schwingkreis, fiir den die Differentialgleichung

2
LQ-FR@-FQ 0
dt? dt C

(5.24)

gilt. Im Widerstand wird elektrische Energie in Wiarme umgesetzt. Die Losung von (5.24) ist:

R

-t
Q(t)=Qq-cos(w-t+@)-e 2L | (5.25)
1 R- 1
_Z.% = @ 1_Z.T_C, (5.26)
L

wobei der Ohmsche Widerstand R die Schwingungsfrequenz o gegeniiber der Eigenfrequenz
oy =1/+/L-C des reinen LC-Kreises reduziert. Die Abweichung von o ist durch die

sogenannte Kreisgiite (Q-Faktor) /1y /1o bestimmt (5.26). Fiir (Jt; /1t < ist der
Schwingkreis iiberkritisch geddmpft und es treten keine Oszillationen auf.

5.7.3 Erzwungene Schwingung im RLC Schwingkreis

Da ein realer Schwingkreis wegen der Drihte immer einen gewissen Widerstand R besitzt,
und somit Energie liber R abgibt, muss in technischen Anwendungen eine Spannungsquelle

eingesetzt werden, die eine Schwingung erzwingt. Die Differentialgleichungen fiir Q(t) und
I(t) lauten in komplexer Schreibweise:
2A A A , 2% S o
L-d—Q+R d—Q+g =U,-e" " , bzw. L-E+R-§+l =i-w-Uy-e"" . (5.27a,b)
dt? dt C > dt C
Die Amplituden der Lésungen kénnen geschrieben werden als Qg () = fo(®)- U, und
Iy(w) =f;(®)- U, und zeigen Resonanz bei o, . Die Resonanzfrequenz fiir Q, hédngt von der

Kreisgiite ab, wihrend sie fiir I, unabhéngig davon ist. Mit ®y, =1/+vLC finden wir:

Resonanz fiir Q, bei o, = -,/ 1—%-% /1y ; Resonanz fiir I; bei o, = o .

Resonanz im angeregten RLC-Kreis:
Ein RLC-Kreis wird durch eine Wechselspannung mit variabler Frequenz angeregt. Stromstérken durch L, C,
und die Spannungsquelle werden durch Gliihlampen angezeigt. Bei Resonanz geniigt ein kleiner

Anregungsstrom, um hohe Strome im RLC-Kreis zu verursachen.

In Serieschaltung betrigt die Impedanz eines RLC-Kreises
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Z(w)=R+i-o-L+

:R+i-(m-L—Lj ) (5.28)
1r®-C

Da i(t) = fJ(t) / Z(w) tritt die Resonanz fiir die Stromstdrke beim Minimum von Z auf. Von
(5.28) folgt, dass |Z(co)| bei o, =m, =1/+/L-C minimal wird, die Stromstérke also ein

Maximum annimmt (Fig. 5.8).

17 L=15H,C=1yF

R =1000Q ===

———

Stromstarke [(w) [A]
(@]
(&)

0 500 %o 1000 1500 2000
Kreisfrequenz w [s7]

Figur 5.8: Strom-Frequenz-Charakteristik fiir ein RLC-Glied in Serieschaltung
fiir zwei Werte von R. Die Resonanz fiir die Stromstérke ist bei wo.

5.8 Transformatoren

5.8.1 Ringkerntransformatoren

Ein Transformator dient dazu, die Amplitude einer Wechselspannung bei gleichbleibender
Frequenz zu dndern. Er besteht aus zwei Spulen, die einen Eisenkern umschliessen (Fig. 5.9).
Der Eisenkern vermittelt ein starkes Magnetfeld zwischen den beiden Spulen.

A==\
B .
u, FHN U, ||R
N, N,
—
® //J Figur 5.9: Einfacher Transformator mit
Eisenkern und angehéngtem Verbraucher R.

Die Primirspule mit N1 Windungen erzeugt im Eisenkern einen magnetischen Fluss ®s. Bei
idealen Bedingungen durchsetzt der ganze Fluss auch die Sekundirspule mit N> Windungen
und induziert dort eine Spannung. Falls der zweiten Spule kein Strom entnommen wird, gilt:

do N
U, (t)=-N, -_dtB - —#-Ul(t) . (5.29)
1
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Ist die Windungszahl der Sekundérspule grosser, so wird an der Sekundérspule Hoch-
spannung erzeugt, umgekehrt wird die Spannung reduziert. Bei idealen Verhéltnissen erbringt
I,(t) unter diesen Umstanden keine elektrische Leistung, da Strom und Spannung um /2

gegeneinander phasenverschoben sind.

Falls wie in Fig. 5.9 der Spule 2 durch Dazwischenschalten eines Ohmschen Widerstandes R
Strom entnommen wird, ist nun I, (t) in Phase mit U, (t), aber entsprechend um n/2 gegen

I,(t) phasenverschoben. Dies bewirkt eine Anderung des Flusses im Eisenkern und eine
Anderung der Phasendifferenz von U;(t) und I,(t). Dies fiihrt zu einer Leistungsabgabe im

primdren Stromkreis, die bei idealen Verhéltnissen gerade der entsprechenden Leistung im
sekundiren Stromkreis entspricht. Bei realen Verhiltnissen treten Verluste auf durch:

e Ohmscher Widerstand der beiden Spulen
e Wirbelstrome im Eisenkern

e Hysterese bei der Magnetisierung des Eisenkernes

Gute Transformatoren, die laminierte Weicheisenkerne haben, erreichen Wirkungsgrade von
tiber 90%.

Transformator:
Bei einem Transformator (N; = 500, N> = 23'000) wird an der Sekundérspule Hochspannung und ein Licht-

bogen erzeugt. Mit N> = 24 wird ein Eisendraht, der die Sekundérspule kurzschliesst, zum Glithen gebracht.

5.8.2 Induktoren, Tesla-Transformator

Hochfrequenztransformatoren haben keinen Spulenkern. Damit der Fluss durch beide Spulen
geht, sind sie iibereinander gewickelt. Schaltvorgidnge, besonders bei Funkenbildung, ergeben
sehr hochfrequente Schwingungen. Um starke hochfrequente Spannungen zu erzeugen, 14dt
man mit einer niederfrequenten Hochspannung (50 Hz, 16 kV) einen Primir-Kondensator (C
=3.3-10"*F) auf und entlidt ihn via eine Primir-Spule (L = 5.7-107° H) iiber eine Funken-
strecke. Der primdre LC-Schwingkreis ist mit einem sekunddren LC-Schwingkreis mit
niedriger Kapazitit (C = 2.5-10"!' F) und hoher Induktivitit (L = 7.5-1072 H) resonant
gekoppelt. Der Sekundédrschwingkreis ist "offen", das heisst er besteht einzig aus einer Spule
mit hoher Windungszahl und einem Metalltorus, der als Kapazitét dient, und auf dem eine
sehr hohe Wechselspannung der Amplitude 0.6 MV entsteht. Durch Unterbruch des Primér-
kreises entlddt sich die Kapazitit iiber Plasmaschliduche in der umgebenden Luft. Einen
solchen Induktor nennt man 7Tesla-Transformator.

Tesla-Transformator:

Mit einem Tesla-Transformator (v = 116 Hz) werden hochfrequente Wechselspannungen von ca. 0.6 MV
erzeugt. Dies fiihrt zu Gasentladungen an Spitzen ("Elmsfeuer"), bzw. auf der Torusoberfldache der Kapazitét.
Im Twin-Betrieb sind zwei offene LC-Schwingkreise in Gegenphase gekoppelt, womit eine doppelte Potential-

differenz vom 1.2 MV erreicht wird. Es entstehen Lichtbdgen (Plasmaschldauche) von ca. 1.5 Metern Lange.
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Mit der hochfrequenten Wechselspannung kann man den Skineffekt nachweisen. Der Strom
fliesst nicht mehr iiber den ganzen Querschnitt des Drahtes verteilt, sondern bevorzugt an
dessen Oberfldche. Grund ist eine innere Selbstinduktion. Es entstehen im Draht eine Art
Wirbelstrome, welche im Zentrum entgegen dem Wechselstrom, an der Aussenseite aber mit
dem Wechselstrom gerichtet sind. Der Strom wird deshalb in einer diinnen dusseren Schicht
von typischerweise um bis mm Dicke gefiihrt.

5.9  Mehrphasiger Wechselstrom (Drehstrom)
Im 6ffentlichen Stromnetz fliesst ein so genannter Drehstrom. Dieser wird durch drei
Wechselspannungen Ui, Uz und Uz mit gleicher Amplitude Uo erzeugt, die um jeweils 120°

phasenverschoben sind (Fig. 5.10).

u(t)

w-t

Figur 5.10: Zeitlicher Verlauf der drei um je 120° phasenverschobenen Spannungen in Sternschaltung U;=Ugo,
U,=Uso, Us=Uro (je fett) und die Spannung, die an benachbarten Spulenenden abgegriffen wird, Urs=U;—U,.

Die drei Wechselspannungen werden durch drei voneinander unabhingige Spulenwicklungen
im Generator erzeugt. Dann ergeben sich sechs Spulenendpunkte. Durch geeignete Schaltung
kann man die Anzahl Dréhte auf drei (Dreieckschaltung) beziehungsweise vier (Sternschal-
tung) beschrinken (Fig. 5.11).

T

Figur 5.11: Anordnung von Spulen in Dreieckschaltung (links) und Sternschaltung (rechts) fiir die Erzeugung
von Drehstrom. Im Generator drehen die Anordnungen in einem Magnetfeld. Dadurch werden an den
Anschlussstellen R, S, und T Spannungen erzeugt, die zueinander 120° phasenverschoben sind. O liegt auf Erde.

Im 6ffentlichen Netz haben wir Sternschaltung (Fig. 5.11) mit Uro = Uso = Uto =230V,
bzw. |URS| = |URO —Uso| = \/5230\/ =400V , und |URS| = |UST| = |UTR| .
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5.10 Aktive Elemente

Nachdem bisher ausschliesslich passive und lineare Elemente im Stromkreis beschrieben
wurden, sollen in hier noch zwei Elemente erwéhnt werden, die Wechselspannung gleich-
richten, bzw. Signale verstirken. Dies sind Elektronenréhren (Vakumdioden und -trioden)
und die moderneren Halbleiterbauelemente der Dioden und Transistoren.

5.10.1 Elektronenrohren

Eine Elektronenr6hre besteht aus einer evakuierten Glasrohre, in der eine heisse Kathode
(glithender Wolframdraht, oder beschichteter Nickeldraht) Elektronen emittiert, die dann zur
Anode hin beschleunigt werden. Meist ist die Anode rohrenférmig um die Kathode angeord-
net. Durch das Erhitzen der Kathode nimmt die kinetische Energie der Elektronen so stark zu,
dass einige Elektronen (mittlere kinetische Energie bei Rotglut ~ 0.1 eV, Austrittsarbeit
Grossenordnung einige eV) die Kathode verlassen.

Anode

a

Gitter

————e
+
Kathode p—

-
1
|I|+

Figur 5.11: Schematische Darstellung einer Vakuumdiode (links) und einer R6hrentriode in Verstéarkerschaltung
(rechts). Eine an der Glithkathode erzeugte Elektronenwolke (graue Flache) vermittelt den Ladungstransport.

In der Vakuumdiode (Fig. 5.11 links) werden die Elektronen im elektrischen Feld, das durch
Uc —I-R erzeugt wird, beschleunigt. Gemiss Kontinuititsgleichung muss damit die Dichte

der Elektronen gegen die Anode hin abnehmen. Ist U~ umgekehrt gepolt, konnen die

Elektronen nicht zur Anode der Vakuumdiode gelangen, da ihre kinetische Energie nicht
gentiigt, das negative Potential zu iiberwinden. Die Rohrendiode wirkt als Gleichrichter, da
Elektronen nur von der Kathode zur Anode fliessen. Die technische Stromrichtung ist also nur
in der eingezeichneten Richtung moglich.

Eine Rohrentriode (Fig. 5.11 rechts) beruht auf demselben Prinzip wie die Vakuumdiode.
Zusitzlich wird ein Gitter zwischen Kathode und Anode montiert, das gegeniiber der Kathode
schwach negativ geladen ist. Dies wird durch eine entsprechend gepolte Gitterspannung Ug
erreicht. Auf das Gitter gibt man das zu verstirkende Eingangs-Spannungssignal Ue. Dieses
steuert iiber das Gitter den Anodenstrom I.. Uber dem Ausgangswiderstand Ra kann das
Ausgangssignal U, bzw. I. gemessen werden (Fig. 5.13). Kleine Anderungen der Gitter-
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spannung bewirken grosse Anderungen der Ausgangsspannung. Deshalb ist die Réhrentriode
ein Verstdrkerelement. Das Eingangssignal kann praktisch ohne Belastung des Signals
(Eingangswiderstand sehr hochohmig) verstdrkt werden. Heute werden ausser bei
Spezialanwendungen, die hohe Leistung erfordern wie z. B. Radiosender oder Radar,
Elektronenréhren durch Halbleitertransistoren ersetzt.

Figur 5.13: Charakteristik des Anodenstroms I, der Triode (Fig. 5.12, rechts) als Funktion der Gitterspannung.
Fiir stark negative Gitterspannung U, sperrt die Triode. Bei grosserer Gitterspannung steigt I, an und kommt in
die Sattigung, welche durch die Heizspannung Uy bestimmt ist (Fig., 5.12). Ein der Gitterspannung iiberlagertes
Wechselspannungssignal U, wird tiber den Anodenstrom verstérkt. (Figur aus Bergmann & Schéfer, 2006)

5.10.2 Halbleiterdioden und Halbleitertransistoren

Das Grundelement der meisten Halbleiterbauelemente ist ein np-Ubergang (Kapitel 3.6.2), bei
dem wie in Fig. 5.14 skizziert n- und p-dotiertes Material aneinander gefiigt ist. Eine solche
Grenzschicht hat sehr interessante Eigenschaften. Elektrische Spannung, Stromdichte,
Magnetfeld, einfallendes Licht, Teilchenstrahlen, Temperatur und mechanische Spannungen
beeinflussen dessen Eigenschaften, so dass eine elektrische Spannung auftritt, deren
Widerstand dndert, oder Licht emittiert wird. Sie bilden also die Bausteine fiir jegliche Art
von Sensoren.

Wir betrachten einen np-Halbleiter (siehe 3.6.7, und Fig. 5.14). Donatoren sind als einge-
kreiste positive Gitteratome dargestellt. Sie stellen zusétzliche negative Ladungstrager zur
Verfligung. Akzeptoren sind eingekreiste negative Gitteratome, die positive bewegliche
Ladungstriager — Locher — zur Verfiigung stellen. Weit weg von der np-Grenze ist die
Dotierung von Donatoren in der n-Schicht iiblicherweise in der Grossenordnung

n; & 102%m=, jene der Akzeptoren nur ungefihr p; = 10 m™ . In der p-Schicht sind die
Verhiltnisse gerade umgekehrt. Dort die die Dotierung der Akzeptoren in der Grossen-
ordnung p, = 10”m™, und n, = 10%m™.



Physik 2 123
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Figur 5.14: Links: Aufbau einer np-Diode und Verteilung der Ladungstridger. Unbewegliche Gitteratome
(Donatoren im n-Teil und Akzeptoren im p-Teil) sind in Kreisen, bewegliche Ladungen durch Dotierung sind als
+und —, und Orte der Rekombination sind als graue Punkte dargestellt. Einzelne Ladungstréger diffundieren in
den gegeniiberliegenden Bereich. Verlauf des Potentials Up, das durch die Ladungsverteilung entlang des np-
Halbleiters entsteht (Vorspannung). Rechts: Strom-Spannungscharakteristik der np-Diode gemaéss (5.31).

Infolge des grossen Konzentrationsgefilles an der np-Grenze diffundieren negative Ladungs-
trager in die p-Schicht und Locher in die n-Schicht, wo sie rekombinieren, d.h. Elektronen
fiillen Locher, dargestellt als graue Punkte in Fig. 5.14. Der n-dotierte Halbleiter 14dt sich
durch den Verlust von Elektronen leicht positiv auf, der p-dotierte leicht negativ. An der
Kontaktfldche bildet sich ein elektrisches Feld, das den weiteren Zustrom von Elektronen aus
dem n-dotierten und Lochern aus dem p-dotierten Halbleiter verhindert. Zwischen n- und p-
Halbleiter liegt das Potential Up. Diese Potentialdifferenz muss iiberwunden werden, bevor
der np-Ubergang leitend wird. Man bezeichnet das als Vorspannung; die Diode muss
"vorgespannt" werden. Aufgrund des Diffusionsgleichgewichts in der Grenzschicht folgt die
Anzahl der Ladungstriger der Boltzmannstatistik, das heisst:

n,=n;-¢ @Up/(kT) ) pr=py-¢ TUp/) ) (5.30)

wobei q die Elementarladung ist. An der Grenze gibt es durch Rekombination eine Schicht,
die an Ladungstriagern verarmt ist. Beim Anlegen einer dusseren Spannung U < 0 an den p-
Pol der Diode muss der Diffusionsstrom gegen eine noch grossere Spannungsdifferenz
anlaufen. Die Grenzschicht verarmt an Ladungstrigern und die Diode sperrt (siehe auch

Fig 3.12). Ist aber U > 0 wird der Diffusionsstrom unterstiitzt, es fliesst ein elektrischer
Strom. Da nahezu der gesamte Spannungsabfall an der Grenzschicht erfolgt, gilt U = Up . In
der n-Schicht ist die Stromstirke I proportional zu n; —p, , der Anzahl beweglicher
Ladungstriger. Mit n, ~ p; istdann I ~n, ~(eq'U/ (k-t) —1). Also gilt die folgende Strom-
Spannungscharakteristik an der np-Diode:

I=I- (9D _qy (5.31)

wobei Ig die Sittigungsstromstérke ist. Fiir U <0 ist I sehr klein und néhert sich Ig <0 an.
Bei Raumtemperatur ist Ig in der Grossenordnung von 1 nA fiir Si und 1 pA fiir Ge. Der pn-
Ubergang wirkt somit als sehr effektiver Gleichrichter.
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Halbleiter-Transistoren enthalten zwei Materialiibergdnge. Beim npn-Transistor liegt die
diinne p-Schicht (p-dotiert = Uberschuss an Lochern) zwischen zwei n-Schichten (n-dotiert =
Uberschuss an Elektronen). Die Schichten heissen: Emitter (E), Basis (B) und Kollektor (C).

In Fig. 5.15 ist der schematische Aufbau eines Transistors in Emitterschaltung angegeben und
bildet so einen Verstirker. Es ist zu beachten, dass das Emittermaterial (E) sehr viel hoher n-
dotiert ist als das Kollektormaterial (C), angedeutet in Fig. 5.15 als nn und mehr negativen
Ladungen. Mit einer Vorspannung Uc > 0 kann man den npnn im Kollektorkreis so einstellen,
dass trotz dem eigentlich sperrenden Element np bei CB ein Strom Ic fliessen kann.

Durch die Vorspannung am Kollektor (Uc) gelangen Elektronen vom Emitter in den
Kollektor. Die Vorspannung an der Basis (Us) stellt Locher in der sehr diinnen p-Schicht
(10> m) zur Verfiigung, die mit den Elektronen in E rekombinieren. In B bildet sich eine
Grenzschicht mit einem Uberschuss an negativer Ladung, die den Ubertritt der Elektronen
von E nach C verhindert, falls nicht zusétzliche Locher in p gelangen. Eine zusétzliche
Spannung Ue an der Basis erzeugt einen Basisstrom Is, der der p-Schicht neue Locher zufiihrt.
Damit fliessen nun wieder Elektronen aus dem Emitter in den Kollektor. Is steuert somit Ic ,
und es gilt

IC = B'IB »

mit der Stromverstirkung B ~10' ...10*. Der Transistor kann auch als Schalter verwendet

werden: Der Kollektorstrom kann durch Steuerung der Basisspannung ein- und ausgeschaltet
werden. Der Transistor wird meistens als Spannungsverstarker angewendet, indem im
Basiskreis eine variable Eingangsspannung Ue angelegt wird, die tiber Rv als verstérkte
Ausgangsspannung U. abgegriffen wird. In analoger Weise funktioniert auch der pnp-
Transistor.

- - n
_ - _ —
+< + 1P| B
IB — =/
: : : s U . Symbol im Schaltkreis
U, - - - T ¢ C
—— nn| E
B
+
Up — f Ig
T E

Figur 5.15: Prinzip der Stromverstirkung beim npn Transistor in Emitterschaltung. C, B, und E bezeichnen
Kollektor (n-dotiert), Basis (p-dotiert), und Emitter (stark n-dotiert), I sind die Stromstidrken in den zugehdorigen
Kreisen, Ry ist ein dusserer Lastwiderstand. Die Eingangsspannung U, erzeugt einen Basisstrom Ig der im
Kollektorkreis einen grossen Kollektorstrom I¢ erlaubt. Uber dem Lastwiderstand Ry wird die Ausgangs-
spannung U, abgegriffen. Diese ist sehr viel grosser als die Eingangsspannung U.. Der npn-Transistor wirkt
somit als Verstirker. Mit den Vorspannungen an der Basis (Ug) und am Kollektor (Uc) wird der Transistor auf
den Arbeitspunkt eingestellt.
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5.10.3 Festkorperspeicher, Flash-Memory

Eine Erweiterung des Halbleitertransistors liefert ein Bauelement, das die Speicherung von
Information revolutioniert hat: das Flash-Memory. Es handelt sich dabei um Festkorper-
speicher, die durch eine besondere Kombination von n- und p-dotierten Materialien mit
Dielektrika so aufgebaut sind, dass Information gespeichert und verdndert werden kann. Die
Information bleibt auch ohne dussere Spannungsquellen erhalten. Diese Technologie kommt
inzwischen in allen elektronischen Gerdten zum Einsatz, insbesondere in Speicherkarten von
Digitalkameras, MP3 Players, Mobiltelefonen und Festspeicher von Laptops und Computer.

) (b)

bit Status = 1 * Uy switch 1 — 0 ® Uy>0

*_Interpoly Oxid

(d)

switch 0 — 1

(e) Charakteristik bit Status 1 (D Charakteristik bit Status 0

’I
/ 0

Up Up

Figur 5.16: Prinzip eines Floating Gate Metalloxid Transistors zur Speicherung eines einzelnen bits, der
Grundlage der digitalen Information. (a) zeigt den Aufbau. Ein npn Transistor im bit Status 1 liegt auf dem p-
dotierten Substrat. FG und CG bezeichnen Floating Gate und Control Gate. Der Emitter (Source, stark n-dotiert)
liegt auf Potential 0, am Kollektor (Drain, n-dotiert) und an der Basis (Control Gate) sind die Potentiale Uc und
Us. Fliessende Elektronen bilden den Kollektorstrom Ic. (b) Schaltung zum bit Status 0 durch Zufiihren von
Elektronen, die durch die isolierende Tunnel Oxid Schicht in den FG tunneln. (c) bit Statuts 0 mit negativ
geladenem FG, der zur Leitung des npn Transistors einen hoheren Basisstrom I erfordert. (d) Schaltung zum bit
Status 1 durch Abfiihren von Elektronen durch die Tunnel Oxid Schicht zuriick in den Kollektorstrom. Durch
den Vorgang in (d) ist der Speicher vom bit Status 0 in (c) auf den urspriinglichen bit Status 1 in (a) zuriick-
gesetzt worden. (e, f) Der Zustand des Speichers kann jederzeit eindeutig abgelesen werden aufgrund der unter-
schiedlichen Charakteristik des Kollektorstroms Ic als Funktion der Basisspannung Us.
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Die digitale Speicherung mittels Halbleiter hat seither eine rasante Entwicklung hinter sich.
Mitte 1990er Jahre konnte auf einem mm? etwa 5 kB gespeichert werden, 20 Jahre spiter
waren es bereits tiber 10 MB. Inzwischen werden die einzelnen Speicherbits dreidimensional
gepackt und ermdglichen so Terabyte-Speicher im Taschenformat.

Die fundamentale Einheit eines bit-Speichers soll hier kurz erklart werden. Dabei gehen wir
nicht ins Detail, welches ein vertieftes Verstdndnis der Festkorperphysik erfordert. Dieser bit-
Speicher beruht auf der CMOS (Complementary Metal Oxide Semiconductor) Technologie.
Bereits 1967 wurde das Grundprinzip des Floating Gate Metal Oxide Transistors in den Bell
Laboratories USA entwickelt, aus welchen die EPROMs hervorgegangen sind. So speicherten
bereits 1976 Taschenrechner (z.B. der legenddre HP-25C) Daten und Programme permanent
und ohne dussere Spannungsquelle.

Figur 5.16 zeigt einen Schreibzyklus des bit-Speichers und die beiden bindren Zustédnde 1 und
0. Der grundlegende Aufbau des Floating Gate Metalloxid Transistors und die Bezeichnungen
sind in (a) gezeigt. Ein npn Transistor liegt auf dem p-dotierten Silizium Substrat. Auf der p-
dotierten Basis ist zunéchst eine erste diinne, isolierende dielektrische Schicht von ca. 10 nm
aus Si102, Tunnel Oxid Schicht genannt, aufgebracht. Dariiber ist das Floating Gate (FG).
Zwischen Floating Gate und Control Gate (CG) liegt eine zweite isolierende dielektrische
Schicht von ca. 20 nm Dicke aus Si02-S13N4-S102, die Interpolyoxid Schicht. FG und CG
bestehen aus einem Metalloxid (ZnOz, SnO2, NiO).

In Fig. 5.16a ist FG ungeladen, was dem bit Zustand 1 entspricht. Durch Anlegen einer
grossen Spannung an der Basis Us und einer Kollektorspannung Uc gelangen Elektronen vom
Emitter zum Kollektor, und einige Elektronen tunneln in das FG, wo sie wegen der sie
umgebenden isolierenden Schichten gefangen bleiben (Fig. 5.16b). Der Tunneleffekt ist ein
quantenmechanischer Prozess, bei welchem ein Teilchen aufgrund seiner Wellennatur eine
Energiebarriere iiberwinden kann. Dieser Prozess wird in der Vorlesung Quantenmechanik
eingehend erklart. Durch den Vorgang in (b) ist der Speicher vom bit Status 1 in (a) auf den
bit Status 0 in (c) geschaltet worden. Die Information bleibt erhalten, auch wenn alle
Spannungen abgeschaltet sind.

Man kann den Speicher wieder "l6schen", indem durch Anlegen eines negativen Potentials an
der Basis, U < 0, die Elektronen im FG geniigend Energie erhalten, um zuriick ins p-Substrat
zu tunneln, wo sie am Kollektorstrom teilnehmen. Durch den Vorgang in (d) ist der Speicher
vom bit Status 0 in (c) auf den urspriinglichen bit Status 1 in (a) zuriickgesetzt worden.

Der Zustand des Speichers kann jederzeit eindeutig abgelesen werden aufgrund der unter-
schiedlichen Charakteristik des Kollektorstroms Ic als Funktion der Basisspannung Us (Fig.
5.16e und f). Ist der bit-Speicher im Zustand 1, so geniigt eine kleine Spannung Us, um den
Kollektorstrom Ic zu erzeugen. Beim Zustand 0 ist eine wesentlich grossere Spannung Us
notwendig.

Die typischen Dimensionen eines solchen Halbleiter Floating Gate Metalloxid Transistors
sind etwa 180 nm % 100 nm x 100 nm. Ein bit Information (0 oder 1) benétigt also ein
Volumen von nur gerade 1.8x1072!m*. Da 1 Byte = 8 bit kdnnten somit in einem mm?
theoretisch etwa 70 GB gespeichert werden! Die Limitierung ist jedoch die "Verkabelung"
der einzelnen bits. Das technologische Knowhow liegt deshalb in der 3-dimensionalen
Packung und optimalen Schaltung der Speicherelemente, sowie in der Materialwahl zur
Erhohung der Langlebigkeit des Speichers, also der mdglichen Anzahl Schreib- und
Lesezyklen.
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5.11 Messinstrumente und Motoren
5.11.1 Messung elektrischer Spannung und Stromstirke

Die elektrische Spannung ist mit der Feldstirke und diese mit der Kraftwirkung auf eine
elektrische Ladung verkniipft. Eine Spannung kann daher iiber die Kraft zwischen zwei
Kondensatorplatten nach (2.38) gemessen werden. Dieses Prinzip niitzen Elektrometer und
statische Voltmeter aus. Da elektrostatische Kréfte klein sind, eignet sich das Prinzip nur zur
Messung von hohen Spannungen (hdher als ca. 1000 V).

Die Messung kleinerer Spannungen erfolgt mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes U =1-R durch
eine Strommessung liber einen hochohmigen Widerstand. Elektrische Strome konnen mit
verschiedenen Messprinzipien bis hinunter in den Bereich 107 A gemessen werden.

Das ilteste Strommessinstrument war das Hitzdrahtampéremeter. Es misst die Ausdehnung
eines Drahtes bei der Erwdrmung durch den Strom. Das Instrument wird praktisch nicht mehr
eingesetzt, es wird durch die empfindlicheren Weicheiseninstrumente und noch hiufiger
durch Drehspulgalvanometer ersetzt.

Das Drehspul-Galvanometer besteht aus einer vom zu messenden Strom durchflossenen
Spule, die sich im Feld eines Permanentmagneten drehen kann. Das Magnetfeld zwischen
Spule und Permanentmagnet ist iiberall radial (Fig. 5.17, links) und praktisch gleich gross.
Der zu messende Strom fliesst in den Drihten der Spule in der mit Pfeilen angegebenen
Richtung und bildet ein magnetisches Moment. Dieses erféhrt nach (4.28) ein mechanisches
Drehmoment.

1(t)

I =

(‘)Illlllllil

Figur 5.17: Aufbau von Strommessgeriten: Drehspul-Galvanometer (links), Weicheiseninstrument (rechts).

In der Ruhelage wirkt auf die Spule der Flache A mit N Windungen, durch die der Strom I
fliesst, ein mechanisches Drehmoment:

M=| mxB [=N-A-I'B . (5.32)

Eine Spiralfeder erzeugt ein Riickstellmoment Mg 4., = —D-¢. Der Zeigerausschlag ist somit

proportional zu I. Die Richtung des Ausschlages dndert sich mit der Stromrichtung. Bei einem
Vorzeichenwechsel von I wird die ganze Spule mit Zeiger, die zusammen ein Massen-Trag-
heitsmoment J aufweisen, gedreht. Ein solches Instrument kann also nur Wechselstrome
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messen, deren Frequenz o, nicht viel grosser ist als die Eigenfrequenz von Spule und Zeiger,

0y =VD-J ~!'_ Dann misst das Gerit einen zeitlichen Mittelwert der Stromstéiirke. Bei hohen

Frequenzen des Wechselstroms ist dieser Mittelwert 0, das heisst das Gerét kann solche
Wechselstrome nicht messen. Zeiger-Galvanometer erreichen eine Empfindlichkeit von 107
mm-A~!, mit Lichtzeiger oder Drehspiegeln sogar bis 10" mm-A™".

Spule und Zeiger bilden ein Drehpendel mit der Eigenfrequenz @y =vVD-J 1 wobei D die

Spiralfederkonstante und J das Massen-Trigheitsmoment sind. Wir nehmen einen Wechsel-
strom I =1 -sinwt an. Die Bewegungsgleichung des Drehspul-Galvanometers beschreibt

eine angeregte Schwingung;:
J-¢=-D-¢+(N-B-A) I -sinwt-cos¢p .

Dabei haben wir den Ohmschen Widerstand vernachléssigt. Ndherungsweise fiir sehr kleine
Auslenkungen ¢ gilt

J-¢=-D-¢+(N-B-A)-I;-sinwt .
Die Amplitude der Auslenkung ist

oL NBA
‘ o) —o° J

Iy .

also proportional zur Strom-Amplitude, jedoch mit einem Dampfungsfaktor, der von der
Frequenz des zu messenden Wechselstroms abhéngt. Fiir o >> o, geht die Auslenkung des

Zeigers gegen 0. Das Drehspul-Galvanometer kann also Wechselstrome vom Netz nicht
messen.

Mit einem Drehspul-Galvanometer konnen aber Strompulse, also die durchgeflossene
Ladung, gemessen werden. Die Arbeit, die Spule und den Zeiger maximal auszulenken,
betragt

1 1 1 (N-B-A)
Ip.2 =17.02=—(L)? =—([Mdt)> =—([N-B-A-T-dt)> =~— " .Q? |,
5D P =3 o7 (D7 =5 (IMdy” = (] ) 5 Q

wobei L der Drehimpuls ist und die Bewegungsgleichung dL./dt = M und die Definition [ =
dQ/dt verwendet wurden. Die maximale Auslenkung ist proportional zur durchgeflossenen
Ladung:

_N-B-A

Pmax =3 Q .

Beim Weicheiseninstrument fliesst der Strom durch eine stationire Spule. Ein an einer Feder
aufgehdngter Eisenstab mit magnetischer Permeabilitit p wird im Feld magnetisiert und wird

dadurch in die Spule hineingezogen (Fig. 5.17, rechts).
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Nach (4.23) und (4.52) ist I ~ B und F ~ B2, somit I> ~ F. Die Kraft fiihrt zu einer Auslenkung
Ax der Feder, wobei Ax ~ F, also Ax ~ I2. Der Ausschlag ist somit unabhiingig von der
Stromrichtung. Damit kdnnen auch zeitliche Mittelwerte von Wechselstromen gemessen
werden.

Gleichstrom und Wechselstrom am Weicheiseninstrument und Drehspul-Galvanometer:

Beide Strommessgerite messen die Gleichstromstarke. Das Weicheiseninstrument kann die Stromrichtung
nicht anzeigen, der Ausschlag des Drehspul-Galvanometers héngt jedoch von der Stromrichtung ab. Das
Drehspul-Galvanometer zeigt bei schnell wechselnder Stromrichtung (Wechselstrom) keinen Ausschlag

wegen der Tragheit der Masse des Zeigers und der Spule.

Den Verlauf schnell veridnderlicher Spannungen misst man mit dem Kathodenstrahl-Oszillo-
graphen (KO). Aus der Gliihkathode K (Fig. 5.18) treten Elektronen aus und werden bis zur
Anode A auf einige keV beschleunigt. Der Elektronenstrahl tritt durch die beiden senkrecht
zueinander stehenden Ablenkkondensatoren C2 und C und trifft dann auf einen Leuchtschirm,
wo er als leuchtender Punkt sichtbar ist. Auf den Kondensator C2 wird eine Kippspannung U>
gelegt, welche den Elektronenstrahl periodisch horizontal {iber den Bildschirm laufen I4sst
(Zeile). Uber C wird die zu messende Spannung angelegt, welche die Ablenkung y(t) des
Strahls bewirkt (siehe 2.40). C steuert somit die y-Achse, C2 die x-Achse der Anzeige.

B U,(t) Zeilenabtastung

U, U

Figur 5.18: Seitenansicht eines Kathodenstrahloszillographen. Ein Elektronenstrahl wird an der Kathode erzeugt
und zur Anode beschleunigt. Die Kippspannung U, erzeugt die Abtastung einer Zeile, die vertikale Auslenkung
ist proportional zu U.

Bei digitalen Spannungsmessgeréten wird beispielsweise ein Kondensator schrittweise mit
kleinen, konstanten Ladungen aufgeladen, bis die liber ihm liegende Spannung genau gleich
wie die zu messende Spannung ist (Briickenschaltung). Die zum Laden des Kondensators
ndtigen Ladungen werden gezihlt und geben die digitale Spannung an.

Es gibt auch ein so genanntes ,,dual slope* Verfahren wobei ein Kondensator aufgeladen
wird, bis er die zu messende Spannung erreicht. Anschliessend wird der Kondensator iiber
einen Widerstand entladen. Die Entladungszeit wird gemessen und daraus die digitale
Spannung errechnet.
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5.11.2 Das Prinzip elektrischer Motoren

Das Prinzip des elektrischen Antriebs soll am einfachsten Motor, dem Linearmotor vorgestellt
werden. Ein bewegliches Leiterstiick der Lange b bewege sich gemadss Fig. 5.19 auf zwei

leitenden Schienen mit der Geschwindigkeit v senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld B .
Die mit dem Leiterstiick gebildete Leiterschleife wird durch eine externe Spannungsquelle mit
der Spannung Uq gespiesen.

R ® ® _ ®
+ ® . ® ® V’T
Uy "= B ———> b
T o P o |o ]
I ® ® U s Figur 5.19: Aufbau eines

einfachen Linearmotors im
[ homogenen B-Feld (grau).

Das Leiterstiick der Lange b bewegt sich auf den beiden Schienen mit der Geschwindigkeit v
senkrecht zu einem homogenen Magnetfeld. Nach der Maschenregel gilt:

UQ_I'R+Uind:O . (533)

Falls man nach (4.36) fiir U, 4 =—B-b-v einsetzt, erhélt man fiir die Stromstérke:
I—i-(U -B-b-v) (5.34)
R = Q : .

Ist die Geschwindigkeit klein, wird der Stromquelle Strom entnommen; ist sie sehr gross
wirkt der Linearmotor als Generator und speist die Stromquelle (beachte Vorzeichen von I).

Bei der Geschwindigkeit v,,,, = Uq /(B-b) ist die Stromstdrke gerade null. Das ist die

theoretische Endgeschwindigkeit, die der Stab erreichen kann. Ohne Reibungskraft und ohne
sonstige dussere Kraft wird der Stab durch die Lorentzkraft solange beschleunigt, bis er diese
Geschwindigkeit erreicht. Wirkt auf den Stab eine dussere Kraft entgegen der Bewegungs-
richtung, muss im Kriftegleichgewicht diese Kraft gerade der Lorentzkraft entsprechen,

welche auf den Stab wirkt: ‘F‘ = I-‘B‘ -b . Falls man nach I aufl6st und den entsprechenden

Wert in (5.34) einsetzt, erhdlt man fiir die Geschwindigkeit:

Ug R
V=———
B-b (B-b)?

JF | (5.35)

Rotations-Gleichstrommotoren funktionieren meist nach einem sehr dhnlichen Prinzip wie
Linearmotoren. Stromdurchflossene Leiter im Rotor drehen sich im Magnetfeld des Stators.
Damit das Drehmoment nach einer halben Drehung nicht mit dem Statorfeld seine Richtung
andert, muss sich die Stromrichtung in den Leitern des Rotors dndern. Dazu dienen die
Kommutatoren (Stromwender), auf welche die externe Spannung mittels Schleifkontakten
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iibertragen wird (Fig. 5.20). Das Statorfeld kann durch einen Permanentmagneten oder durch
eine oder mehrere stromdurchflossene Spulen erzeugt werden.

Drehstrommotor:

Durch drei nebeneinander liegende Spulen fliesst ein Drehstrom. Ein Kupferrad ist nahe der Spulenenden
drehbar befestigt. Die Verdnderung der Magnetfelder der Spulen erzeugt Wirbelstrome im Kupferrad. Diese
haben ein resultierendes Drehmoment, das das Rad zur Rotation bringt. Ist nur eine Spule aktiv, dreht das

Kupferrad nicht.

Meccano-Motor:

Der einfache Meccano-Motor besteht aus drei sternformig angeordneten Spulen mit Eisenkernen, die im Feld
eines Permanentmagneten rotieren. Die Stromrichtung in den drei Spulen wird periodisch durch einen
Stromwender gewechselt, womit das resultierende Drehmoment, das durch die drei magnetischen Momente

der Spulen im konstanten Magnetfeld B verursacht wird, immer in der gleichen Richtung wirkt.

8l

l
wl

m=0 . Figur 5.20: Schema des einfachen Meccano Spielzeug Elektro-
motors. Die drei Spulen rotieren im Magnetfeld B um die beiden im
Raum festen, konzentrischen Pole der Spannungsquelle und
befinden sich in einem permanenten dusserern Magnetfeld.
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6. ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN
6.1 Zeitlich variable elektrische Felder (Verschiebungsstrom)

Man betrachte eine kreisrunde Leiterschleife, welche von einem Plattenkondensator unter-
brochen wird (Fig. 6.1). Der Kondensator werde durch Ladungstransport durch einen Draht
aufgeladen (a) oder entladen (b). Uberall wo ein Strom fliesst, existiert nach dem Gesetz von

Ampére ein den Draht umschlingendes Magnetfeld B, also auch am Punkt P in Fig. 6.1.
Betrachen wir einen geschlossenen Pfad im Raum zwischen den Kondensatorplatten, so

fliesst kein Strom durch die von diesem Pfad eingeschlossene Fliche, also|B-ds =0. Da der

Pfad in diesem Zwischenraum beliebig ist, muss B =0 gelten, also auch am Punkt P. Damit
entsteht aber ein Widerspruch.

()
oy ol
g =< I =<

&

I

]

—
B
Kondensator laden Kondensator entladen
0Q/0t>0 0Q/0t<0
o|El/ot>0 o|o.|/0t<0

Figur 6.1: Beim Laden und Entladen eines Kondensators fliesst ein Strom durch den Leiter, der ein B-Feld um
den Leiter verursacht. Das Magnetfeld B im Punkt P kann durch das Gesetz von Ampére, angewendet auf den
einen oder andern Pfad bestimmt werden. Beim Laden und Entladen des Kondensators dndert sich der
elektrische Feldfluss im Raum zwischen den Kondensatorplatten.

Maxwell hat das Dilemma gelost, indem er das Gesetz von Ampeére ergénzte. Er erkannte,
dass zwischen den Kondensatorplatten zwar kein Strom fliesst, aber beim Laden und Entladen
zwischen den Platten des Kondensators ein zeitlich verdnderliches elektrisches Feld und damit
ein elektrischer Feldfluss @k (t) vorliegt. Die Anwendung des Satzes von Gauss ergibt:

— — . @
I E-dAzCDEZL-Q , und somit d—Q:IMZSO.d_E ,
+Platte €0 dt dt

wobei die geschlossene Fliche die positiv geladende Kondensatorplatte enthélt. Iy, bezeichnet

den Maxwell'schen Verschiebungsstrom, der zusitzlich zu den Stromen I durch Drihte
beriicksichtigt werden muss. Das ergénzte Gesetz von Ampere lautet dann:

N dod
[BG)-ds = po-X 1 + “O'So'd—tE . (6.1)

Die Ergénzung von Maxwell ist unterstrichen; sie beseitigt nicht nur den oben erwdhnten
Widerspruch, sondern bildet auch die Grundlage fiir die theoretische Voraussage der Existenz
elektromagnetischer Wellen.
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6.2  Anschauliche Begriindung fiir elektromagnetische Wellen

Nachdem nun das Gesetz von Ampere durch den Verschiebungsstrom ergidnzt wurde, gilt
symmetrisch:

e Ein sich zeitlich dnderndes elektrisches Feld erzeugt ein magnetisches Wirbelfeld.

¢ Ein sich zeitlich anderndes Magnetfeld erzeugt ein elektrisches Wirbelfeld.

Jede Anderung eines Magnetfeldes induziert in einem Leiter, der das Feld umfasst, eine
elektrische Spannung. Wird der Leiter zum Ring geschlossen, fliesst im Ring ein Strom, der
seinerseits wieder ein Magnetfeld zur Folge hat. Dieses Magnetfeld ist im Innern des Ringes
dem primédren Feld entgegengerichtet (Lenz'sche Regel). In Fig. 6.2 sind die Richtungen der
Felder fiir den Fall eingetragen, dass das primidre Magnetfeld B1 zunimmt. Mit der zeitlichen
Anderung des primiren Magnetfeldes, dndert sich der Strom im Ring und damit auch die
Stirke des sekundidren Magnetfeldes Bo.

A A A A

N —
9B, /ot

I

OE. /ot

Figur 6.2: Links: Ein sich zeitlich &nderndes Magnetfeld B, erzeugt durch Induktion ein ringformiges
elektrisches Feld E;. Rechts: Das sich zeitlich verdndernde ringférmige elektrische Feld E; erzeugt seinerseits
ein ringférmiges Magnetfeld B,, das das urspriingliche Magnetfeld B, abschwicht (Lenz'sche Regel), dafiir aber
weiter in den Raum ausgreift. Auch B, verdndert sich zeitlich, so dass ein weiteres ringformiges elektrisches
Feld E; induziert wird.

Nach der 3. Maxwell Gleichung (1.3, oder 1.7) hat das zeitlich dandernde primédre Magnetfeld
B ein ringformiges elektrisches Feld Ei zur Folge (Fig. 6.2 links). Dieses zeitlich sich
andernde elektrische Feld E1 erzeugt einen zeitlich dandernden elektrischen Feldfluss durch
eine gedachte Fliche. Nach der 4. Maxwell Gleichung (6.1) erzeugt dieser ein weiteres ihn
umschlingendes Magnetfeld B2 (Fig. 6.2 rechts). Da sich Bz ebenfalls zeitlich &ndert,
verursacht es seinerseits wieder ein ringformiges elektrisches Feld E2 usw.. Man sieht leicht
ein, dass sich dieser Prozess rdumlich fortsetzt. Sowohl das E- wie auch das dazu senkrechte
B-Feld breitet sich im Raum aus. Ob die Ausbreitung in Form einer Welle erfolgt, muss aber
noch genauer untersucht werden.

Die sehr qualitativen Uberlegungen zeigen bereits, dass wir eine Ausbreitung bevorzugt
senkrecht zur Richtung des priméren Feldes erwarten. Weiter sehen wir auch, dass die
magnetischen und elektrischen Feldvektoren stets senkrecht zueinander stehen und eng
miteinander verkniipft sind. Die Vermutungen, die aus diesen qualitativen Uberlegungen
folgen, miissen nun quantitativ bestéitigt werden.
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6.3  Zusammenfassung der Ergebnisse der allgemeinen Wellenlehre

Eine Welle ist eine sich zeitlich und rdumlich dndernde Stérung oder Anregung. Meist erfolgt
ein Energietransport ohne gleichzeitigen Materialtransport. Eine Welle kann sich in einer
Dimension (Seilwelle), in zwei (Oberflichenwellen des Wassers) oder drei (Schallwellen,
elektromagnetische Wellen) ausbreiten. Die Stérung an jedem Ort und zu jeder Zeit ldsst sich
durch eine Funktion F(T,t) beschreiben. Man unterscheidet longitudinale Wellen (Schall-

wellen) und Transversalwellen (Saite, elektromagnetische Wellen). Transversalwellen konnen
polarisiert werden, longitudinale nicht. Wellenfldchen sind Orte gleicher Phasenlage. Sie
stehen immer senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle.

Falls die Ausbreitungsgeschwindigkeit u einer Welle unabhingig von der Frequenz der
Storung ist (keine Dispersion), muss sie folgende Wellengleichung erfiillen:

O*F(T,t)
LEEILIDAS

; (6.2)

25(t 2= Dy
uz_AF(f’t):uz{a FG.0) | 0°F(ED 2 F(r,t)J

ox> 0 y2 oz*
A (oft auch Vz) bezeichnet den Laplace Operator A=V 2=0%ox?> +0° /8y2 +0%/0z*.

Falls sich die Welle nur in einer Dimension ausbreitet, lautet die entsprechende Gleichung:

*F(x,1) 2. O*F(x,1)

(6.3)
ot ox>
Die eindimensionale Wellengleichung (6.3) hat folgende allgemeine Lésung:
F(x,t)=f(x—u-t)+g(x+u-t) . (6.4)

Dabei sind fund g beliebige differenzierbare Funktionen, welche eine Stérung beschreiben.
f(x —u-t) ist eine Storung, die sich in Richtung der positiven x-Achse ausbreitet, g(x +u-t)

beschreibt eine Storung, die in Richtung der negativen x-Achse l4uft. Eine eindimensionale
harmonische Welle, und Linearkombinationen mehrerer Wellen (Fouriersynthese, Kapitel
5.1) mit unterschiedlichen Wellenldngen, sind spezielle Losungen von (6.3):

F(x,t)=F,-cos(k-x—o-t+¢) , (6.5)

wobei 1<=2'T7c S ou= (6.6)

©
C
Die Amplitude F und der Phasenwinkel ¢ hiingen von den Anfangsbedingungen ab. k ist die

Wellenzahl, )\ ist die Wellenldnge.

Die ebene harmonische Welle ist eine spezielle Losung der dreidimensionalen Wellen-
gleichung:

F(f,t):FO-cos(E-f—m-t+@) . (6.7)
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k ist der Wellenzahl-Vektor und zeigt in die Ausbreitungsrichtung. Wahlt man dafiir die x-
Achse, ist die Losung formal identisch mit jener filir eindimensionale harmonische Wellen
(6.5). Die Wellenflachen sind hier dann Ebenen, welche senkrecht zur x-Achse stehen.

Eine wichtige spezielle Losung der dreidimensionalen Wellengleichung ist auch die
Kugelwelle, deren Wellenflachen konzentrische Kugeloberfldchen sind:

_Fo - _ 2, 2.2
F(r,t)=—-cos(k-r—o-t+@) , wobei r=4/X"+y +2z
r

(6.8)

Zum Schluss sei noch darauf hingewiesen, dass sich Wellen auch in komplexer Schreibweise
darstellen lassen. Eine ebene Welle in beliebiger Ausbreitungsrichtung lautet:

6.4

F(i, t) = Re (FO . ei-(f(-f(—(x)t-HP))

(6.9)

Bereitstellung bisheriger Ergebnisse der Elektrodynamik

Integrale Form der Maxwell Gleichungen:

Differentielle Form der Maxwell Gleichungen:

Satz von Gauss

Lo

[E-dA=—Q A (6.10)
€0

Ladungen erzeugen einen elektrischen Feldfluss durch eine

geschlossene Fliche A. Die experimentelle Grundlage des
Satzes von Gauss ist das Gesetz von Coulomb.

= _OE,

O0E
divE = y+6EZ = !

—p, (6.14)
ox 0y 0z g

Ruhende elektrische Ladungen erzeugen elektrische Felder.
Elektrische Feldlinien gehen von positiven Ladungen aus

(Divergenz) und miinden in negativen Ladungen (Konvergenz).

Inexistenz magnetischer Quellen

[B-dA=0 (6.11)

Magnetfeldlinien sind immer geschlossen.

divB=0 (6.15)

Die Divergenz des Magnetfeldes ist Null. Es gibt keine
magnetischen Monopole.

Induktionsgesetz von Faraday

- d
U 4 :IE-ds=—a<DB(t) (6.12)

Zeitliche Anderung des magnetischen Feldflusses induziert
Spannung in einem geschlossenen Pfad.

rotE = vxB =98
ot

Ein zeitlich verdnderliches magnetisches Feld verursacht ein
elektrisches ,,Wirbel-Feld, das der Ursache entgegen wirkt.

(6.16)

Gesetz von Ampere und Maxwell

L do
[B-ds=py-T+pg-g .d_tE (6.13)

Das Integral des Magnetfeldes um einen geschlossenen Pfad
ist gleich der Summe des Leitungsstromes plus der Anderung
des elektrischen Flusses durch die von der Kurve
umschlossenen Fliache.

rot]§:§x]§:p0-]+u0-80-%—]§ (6.17)

Elektrischer Strom sowie ein zeitlich verdnderliches elektrisches
Feld verursachen ein magnetisches ,,Wirbel-Feld*.
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6.5  Herleitung der Gleichung fiir elektromagnetische Wellen

Die gesamte Elektrodynamik ist durch die vier Maxwell Gleichungen in integraler Form
(6.10-6.13) oder in differentieller Form (6.14-6.17) beschrieben. Zunéchst leiten wir eine
Gleichung ebener Wellen in der x-Richtung aus der integralen Form der Maxwell
Gleichungen her. Derselbe Ansatz kann dann auch fiir die y- und z-Richtung verwendet
werden. Eleganter und allgemeiner ist jedoch die Herleitung einer Gleichung fiir elektro-
magnetische Wellen ausgehend von der differentiellen Form der Maxwell Gleichungen (siehe
6.5.2).

6.5.1 Gleichung fiir ebene Wellen in x-Richtung

Das elektrische Feld soll sich in Funktion von x und der Zeit t &ndern, fiir gegebenes x aber
auf der ganzen zur x-Achse senkrechten Ebene den gleichen Wert haben. Wir wéhlen das
Koordinatensystem so, dass die y-Achse in Richtung des E-Feldes zeigt und nehmen an, dass
Ey(x,t) auf der Strecke a konstant ist. Die entsprechenden Annahmen werden auch fiir die
magnetische Induktion Bz(x,t) gemacht.

Figur 6.3: Zur Herleitung der Wellengleichung: Pfade
der Integration um die Fliache b-Ax senkrecht zur y-
Komponente des elektrischen Feldes, bzw. um die
Flache a-Ax senkrecht zur z-Komponente der
magnetischen Induktion.

Wir denken uns einen Quader, dessen eine Ecke im Ursprung des Koordinatensystems
placiert ist (Fig. 6.3). Das Gesetz von Faraday wird auf die frontale Deckfliche a-Ax, die im
Gegenuhrzeigersinn beginnend bei Punkt P umfahren wird, angewendet:

E-ds=-L 1) =L [B-dA
[E-ds= L PeO= dth dA

—E},(O,t)-a+O-AX—i-Ey(Ax,t)-a—O-AX=—68BtZ -a-Ax

z

Ey(Axat)_Ey(Oat) _ 0B
AX ot
aEy _aBZ

Ax —=0: — = . (6.18)
0x ot
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Allfillige Komponenten Bx und By tragen nichts zu @y bei.

Das Gesetz von Ampére-Maxwell wird auf die obere Deckfldche b-Ax , die beginnend bei
Punkt Q im Gegenuhrzeigersinn umfahren wird, angewendet (im Vakuum ist I = 0):

J. E‘d§=80'H0'W

OE
B,(0,t)-b+0-Ax —B,(Ax,t)-b—0-Ax =g -1, -a—ty-b-Ax

_B,(x0-B,0.n __ OE

AX 0Ho ot
B O0E
Ax —>0: —aa—;=so-uo-a—t-‘/ . (6.19)

Allféllige Komponenten Ex und E; tragen nichts zu @ bei, und wir haben angenommen, dass
B: auf der Strecke b konstant ist. (6.18) nach x, und (6.19) nach t abgeleitet ergibt:

0’E 2 2 0°E
Y = _ OB, und _oB, =£p Ho- z (6.20) und (6.21)
ox>  0t-0x o0x-0t ot?
womit durch Einsetzen von (6.21) in (6.20) folgt:
0’E, O’E, 622)
= g Uy ) .
ox? 00 a2
Leitet man (6.18) nach t und (6.19) nach x ab, erhélt man analog:
2 2
B B
OB ey (623)
ox ot

(6.22) und (6.23) sind die klassischen Wellengleichungen, deren Losungen ebene Wellen
sind, die sich im vorliegenden Fall nur in x-Richtung ausbreiten. Dabei breiten sich die y-
Komponente des E-Feldes, und die z-Komponente des B-Feldes mit derselben Phasen-

geschwindigkeit u? =1/ (€ -Mo) aus. Dass das elektrische Feld mit seinen Anderungen ein

magnetisches Feld in z-Richtung zur Folge hat (und umgekehrt), ist ein erstaunliches
Ergebnis unserer Rechnung. Durch Einsetzen der Werte der elektrischen und magnetischen
Feldkonstanten erhilt man

1

vV &0 Ho

u= =2.998-10*ms ! =¢ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Licht ist also eine elektromagnetische Welle!
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6.5.2 Allgemeine Wellengleichung aus der differentiellen Form der Maxwell Gleichungen

Fiir das Vakuum ohne elektrische Ladung (p,; = 0 ) und ohne elektrische Strome (3 =0)

lauten die drei relevanten Maxwell Gleichungen in differentieller Form:

divB = V-B = 0, (6.24)

rotE = VxE = _9B , (6.25)
ot

rotB = VxB = 80-u0~g—]?. (6.26)

Aus der Vektoranalysis werden folgende Identititen fiir ein beliebiges Vektorfeld F
verwendet:

OrotF = rota—F in V - Schreibweise: O(VxF) =Vx 8—F
ot ot ot ot
rot rot F = grad div F— AF in V - Schreibweise: Vx(VxFE)=V(V-F)—AF

Die zeitliche Ableitung von (6.25) und die Rotation von (6.26) ergeben, unter Verwendung
von (6.24):

. -
ﬁxa—E=——aB
ot ot2
S (T ) =TT B AT - OF o°B
Vx(VxB)=V(V-B)-AB = SO'MO'VXE G TEoHo g
=
AB = go-uo-Z—f’ (6.27)
t

(6.27) ist die Wellengleichung einer allgemeinen harmonischen Welle. Analog erhalten wir
aus rot(6.25) und 0(6.26)/0t:

_ o0’E

AE = ggopg-r (6.28)
070 o2

Beschleunigte E-Felder, also beschleunigte Ladungen, erzeugen elektromagnetische Wellen.
Diese breiten sich mit konstanter Phasengeschwindigkeit uw?=1/ (g9 'M1p) 1m Raum aus. Die

elektromagnetischen Wellen im Vakuum sind nicht dispersiv, das heisst u hingt nicht von ®
oder A ab. Wellenformen bleiben erhalten.
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6.6 Eigenschaften ebener, elektromagnetischer Wellen

UKW Sender (v =105.6 MHz):

Mit einem Rohrensender wird eine elektromagnetische Welle erzeugt. Ein RLC-Kreis mit variablem C (Dreh-
kondensator) und R (Lampchen) zeigt die Abstrahlung von Energie an. Eine Dipolantenne mit Lampe
detektiert das Signal noch im Abstand von ca. 1 Meter. Weiter weg muss die Dipolantenne mit einem
Verstérker ausgeriistet werden. Die Orientierung der Antenne bestimmt die Amplitude der empfangenen
Welle, da das Signal linear polarisiert ist. Die E- und B-Vektoren schwingen in festen Ebenen senkrecht zur

Ausbreitungsrichtung.

Eine einfache harmonische, ebene, elektromagnetische Welle, die sich in x-Richtung
ausbreitet, wird dargestellt als:

E(x,t)=Eg-cos(k-x—@-t+@)=E-cos(2-n-(x/ A=t/ T)+9) ,
oder in komplexer Schreibweise im Raum:

E(,t)= B, -efkFoto (6.29)

und analog fiir B(X,t). Da der Feldvektor im ganzen Raum in eine feste Richtung zeigt,
handelt es sich um eine linear polarisierte Welle. Nach den Gleichungen (6.22) und (6.23),
bzw. (6.27) und (6.28) gilt fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit u im Vakuum c, wie schon in
6.5.1 gezeigt:

o= 1 = 2098108 ms = o (6.30)

\ €0 Mo

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle im Vakuum stimmt also mit
der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum iiberein. Dies ist eine der fundamentalsten Erkenntnisse
der Maxwell Gleichungen: Licht ist eine elektromagnetische Welle.

Folgende Eigenschaften gelten fiir elektromagnetische Wellen:

o Elektromagnetische Wellen sind transversal.

Transversale Wellen haben die Eigenschaft, dass die oszillierende Grosse ein Vektor
ist, der senkrecht zur Ausbreitungsrichtung steht (Seilwelle, elektromagnetische
Welle).

Nach (6.7) schreiben wir die allgemeine Losung von (6.27) als:
B(io t) = (Bl ’ B2 s B3) : ei~(E~i—m~t) = (Bl , B2 , B3) . ei‘(kl-X+k2~y+k3~z—m~t) )

Nun gilt die 2. Maxwell Gleichung:
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aBX+6By+aBZ
oy 0z
=i-(k-B)-e'®* Y 5 k.B=0 —» kLB

0=divB =

= 1 . kl . Bl . ei-(f(i(—(x)-t) + 1 . k2 . B2 . ei'(E-i—w't) +...

Im ladungsfreien Raum gilt nach der 1. Maxwell Gleichung div E = 0, und analog
nach obiger Herleitung ebenfalls

- -

k-E=0 —» kLE .

Wiirde namlich eine Komponente des elektrischen oder magnetischen Feldvektors in
die Ausbreitungsrichtung zeigen, gibe es im Raum periodisch Senken und Quellen,
was flr den elektrischen Feldvektor im ladungsfreien Raum, und fiir den Magnet-

feldvektor immer, unmdglich ist. Mit andern Worten folgt aus divE =0 und

divB=0, dass Eund B immer senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen miissen.

e Die Vektoren B und E stehen senkrecht zueinander und sind in Phase.
Zum Beweis wihlen wir ein Koordinatensystem mit der x-Richtung entlang der

Ausbreitung der Welle, und die z-Richtung entlang dem B-Feld. Wie ist das E-Feld
gerichtet und welche Phase hat es? Wir machen folgenden Ansatz:

B=(0,0,By)-¢"“*™*, und E = (0,E,,E5)-¢ )
Nach der 3. Maxwell Gleichung (6.25) muss gelten:

—%—]:’ =(0,0,i-0-B3)-e"** Y =rot E = (0,—i -k -Ej3,i-k-E,)-e" Xt

also E; =0 und E, =%~B3 -¢"?  Da die Amplituden E, und B; reell sind, kann
die Phase ¢ nur die Werte 0 oder © annehmen. In beiden Fillen sind B und E immer

in Phaseund E-B=0, also E L B ,mit| E |:c~| B |.Damitfolgtauch:

kxE = oB bzw. ExB _ Kk (6.31)

o Die elektromagnetische Welle ist in Richtung des E-Vektors linear polarisiert.

Die Richtung des E-Vektors bestimmt Polarisation (Konvention). In Fig. 6.4 ist die
elektromagnetische Welle in y-Richtung linear polarisiert und breitet sich in +x-
Richtung aus.
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Figur 6.4: ,Momentaufnahme* einer ebenen elektromagnetischen Welle mit Ausbreitungsrichtung
entlang der positiven x-Achse. Die Welle ist in y-Richtung linear polarisiert.

e Elektromagnetische Wellen iiberlagern sich durch Addition der E und B Felder.

Durch Superposition von einfachen harmonischen Wellen mit unterschiedlichen
Amplituden (beziiglich Betrag und Richtung des Vektors!), unterschiedlichen
Wellenzahlen und unterschiedlichen Phasenwinkeln konnen Wellen mit beliebigen
Formen beschrieben werden. Dies ist die Grundlage der Fourieranalyse.

o Uberlagerung von Wellen unterschiedlicher Phase und Polarisation.

Zwei Wellen mit gleicher Frequenz sollen sich in positiver x-Richtung ausbreiten.
Ihre E-Vektoren schwingen in der y-, bzw. z-Richtung; beide Wellen sind linear
polarisiert. Die z-polarisierte Welle soll um 90° phasenverschoben sein, also

¢ =m/2. Die Uberlagerung ergibt:

E(x,t)=9-E, -sin(k-x—0-1)+2-E,; sin(k-x—0-t+m/2)

=y-Eyo-sin(k-x-o-t)+2-E, j-cos(k-x-w-t) ,

wobei yund z Einheitsvektoren der entsprechenden Richtungen sind. An einem
festen Ort x durchlduft die Spitze des E-Vektors in der yz-Ebene eine Ellipse mit den
Halbachsen E, ; und E, . Der Drehsinn ist durch ¢ bestimmt: in diesem Beispiel

rotiert der E-Vektor im Gegenuhrzeigersinn. Die Welle ist zirkular polarisiert.

Umgekehrt kann jede zirkular polarisierte Welle als Uberlagerung von zwei linear
polarisierten Wellen dargestellt werden, und vice versa. Obige Betrachtungen gelten
auch fiir den zugehdrigen B-Vektor der elektromagnetischen Welle. Die beiden
Vektoren spiralen sich sozusagen entlang der x-Achse vorwirts.

Mikrowellen (v = 9.3 GHz):

Mit einem Empfanger wird das Signal eines Mikrowellensenders in einigen Metern Entfernung aufgenommen.
Wird der Empfanger um 90° gedreht, verschwindet das Signal, da die ausgesandte Welle linear polarisiert ist.
Wird ein Gitter aus leitenden Drahten zwischen Sender und Empféanger gestellt, so verschwindet das Signal,

falls die Drahtrichtung mit der Polarisationsrichtung iibereinstimmt.
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6.7  Energiedichte, Intensitit und Impuls elektromagnetischer Wellen

Es wurde frither gezeigt, dass die Energiedichte im Plattenkondensator, bzw. in der Spule wie
folgt gegeben sind:

B2

gy - E*
219

nach (2.37) wyg = ) > und nach (4.46) Wmagn =

Falls diese Bezichungen ganz allgemein gelten, betrigt die Energiedichte im elektromagne-
tischen Feld:

n2
W =We + Wiagn =%-(80.E2 +i—0]=%go.‘ E ‘C‘ B ‘+%ML080" B ‘%‘ B ‘:C.IMO E.B

w o= g-BE = — = [E||B] (6.32)
Dass dieser Ausdruck wirklich allgemein gilt, kann mit den Maxwell Gleichungen (6.16) und
(6.17) hergeleitet werden. Auf diese Herleitung soll aber hier verzichtet werden.

Eine Welle transportiert Energie. Als Intensitit J bezeichnet man die von einer Welle pro
Zeit- und Flacheneinheit transportierte Energie. Fiir die elektromagnetische Welle, die sich
mit Lichtgeschwindigkeit c ausbreitet, gilt:

J=we= \/Q‘ ZZZL B (6.33)

Die Grosse Zj, =/l /€, bezeichnet man als Wellenwiderstand im Vakuum, Z, =376.6Q.

Im Zusammenhang mit dem Energietransport soll noch der Poynting-Vektor S eingefiihrt
werden:

(6.34)

w2
Il
esl}
X
T
1l
sl
o

Der Poynting-Vektor hat die Masseinheit Wm ™ und zeigt in die Ausbreitungsrichtung der

Welle, also in Richtung des k-Vektors, wie aus (6.31) folgt. Der Betrag von S ist identisch
mit der Intensitdt J der Welle nach (6.33).

Wenn komplexe Felder, E(x,t) = Re(E - ei'(E'i_(”'t)) =1 (E- gh(kX-ot) | g -e_i'(l;'i_m't)) ,

verwendet werden, wobei * die konjugiert komplexe Grosse bezeichnet, so miissen die obigen
Beziehungen fiir den zeitlichen Mittelwert modifiziert werden:

BB =Ll E'xfi=_

w==-gy-E -E= 1 E"xB, (6.35)
Ho 2 219

[\
l\)I»—‘
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wobei E” und B die komplexen Amplituden sind. Dabei tritt wie bei der Leistung im
Wechselstromkreis (5.18) ein Faktor Y2 auf.

Mit dem Energietransport ist auch ein Impuls verbunden. Da Photonen keine Ruhemasse

2

haben, gilt nach der Relativititstheorie w? = p2 -¢”, und somit fiir den Impulsvektor

o’}
Il
°N| Wl

Wird eine Welle auf einer Oberfldche absorbiert oder reflektiert, so wird auf die Oberflache
ein Strahlungsdruck ausgeiibt. Die Kraft senkrecht auf eine Ebene A betrigt:

S-A
Fabs _ ’
= C
(6.36)
2-S-A
Freﬂ —
= C

In der Optik wird gezeigt, dass diese Krifte durch den Strahlungsdruck im allgemeinen sehr
klein sind. Trotzdem konnen sie relevant sein und die Flugbahn von Satelliten beeinflussen.

6.8  Reflexion der elektromagnetischen Welle an einer Leiterebene

In technischen Anwendungen werden elektromagnetische Wellen innerhalb leitender
Hohlkorper transportiert (Mikrowellenofen, Radar, wifi-Sender, siehe Kapitel 6.11).
Um das Verhalten an leitenden Oberfldchen grundsétzlich zu verstehen, betrachten wir
eine Welle, die senkrecht auf eine ideal leitende Platte trifft. Wir nehmen an, dass die
einlaufende Welle in Richtung der negativen x-Achse lauft (Fig. 6.5). Zu einem
bestimmten Zeitpunkt zeigt der E-Vektor in die —y-Richtung und, geméss (6.31), der B-
Vektor in die +z-Richtung. Die Metallplatte befindet sich bei x = 0 in der y-z Ebene.
Die elektromagnetische Welle kann in einen idealen Leiter nicht eindringen, da das
elektrische Feld dort kurzgeschlossen wird. Die Welle wird reflektiert, und das
elektrische Feld muss an der Oberfldache einen Knoten haben.

Die einlaufende und auslaufende Wellen seien wie folgt beschrieben:

einlaufende elektromagnetische Welle: = —Ey Leikx-ot
— _F . al(tkx-ot+e)
= Ey e

Eein

auslaufende elektromagnetische Welle: | S

Wir nehmen an, dass die auslaufende Welle eine noch zu bestimmende Phasen-
verschiebung ¢ aufweist. Der resultierende elektrische Feldvektor ist dann:

resultierende Welle: E=E,, +E,=—F, ¢ TCRRRET T

y
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Die leitende Platte ist bei x = 0. Dort muss das resultierende E-Feld einen Knoten
haben, also E = 0 (Fig. 6.5). Dies ist nur erfiillt, falls ¢ = . Das elektrische Feld weist

einen Phasensprung an der Platte auf.

Damit erhalten wir fiir das elektrische Feld:

E=E, ¢ " 2-i-sin(k-x) . (6.37)

Der B-Vektor der einlaufenden Welle zeigt in die +z-Richtung. Fiir die auslaufende
Welle bestimmt man die Lage des B-Vektors wiederum mit Hilfe von (6.31): der B-
Vektor zeigt ebenfalls in die +z-Richtung (Fig. 6.5). Es gilt

B=B,, +B,, =B, ¢ " 2.cos(k-x) . (6.38)

aus z

Das B-Feld dndert die Phase bei x = 0 nicht und hat dort ein Maximum. (6.37) und (6.38)
beschreiben eine stehende Welle.

Elektrisches Feld und magnetisches Feld sind bei der stehenden Welle nicht mehr in
Phase. Die Maxima von E fallen mit den Knoten von B zusammen und umgekehrt. Die

stehende Welle transportiert keine Energie, das heisst S=S,;, +S,,, =0.

Beachte die Randbedingung fiir das Magnetfeld auf der leitenden Platte: das B-Feld ist

parallel zur Leiterplatte, d.h. i- B =0, die senkrechte Komponente des B-Feldes
verschwindet.

- 1
kem kaus

X
_)aus
Bzeln z
—ein
Ey

Figur 6.5: Uberlagerung einer einlaufenden und einer auslaufenden elektromagnetischen Welle zu einer
stehenden Welle bei der Reflexion an einer leitenden Platte bei x = 0. Der E-Vektor (dickere Sinuskurve) weist
einen Knoten an der leitenden Platte auf, was einen Phasensprung des E-Vektors von 180° erzeugt.

Mikrowellen (v = 9.3 GHz):
Mit einem Empfénger wird das Signal eines Mikrowellensenders in einigen Metern Entfernung aufgenommen.
Wird ein Reflektor aufgestellt, bildet sich eine stehende Welle. Knoten und Bauche der elektromagnetischen

Welle werden gemessen. Aus deren Abstand wird die Wellenldnge bestimmt.
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6.9  Quellen elektromagnetischer Wellen
6.9.1 Hertz'scher Dipol

In Schwingkreisen ist das elektrische Feld auf den Kondensator, das magnetische Feld auf die
Spule begrenzt. Um die Eigenfrequenz weit iiber den MHz Bereich zu steigern, muss man C
und L so sehr verkleinern, dass man gar keine Spule und gar keine Kondensatorplatten mehr
braucht, sondern dass ein Leitungsdraht (Antenne) schon Kapazitit und Induktivitdt genug
hat. E- und B-Feld umgeben dann den Draht und sind nicht mehr rdumlich getrennt.

Eine Antenne ist ein gerades Leiterstiick, in dessen Mitte eine Hochfrequenz-Wechsel-
spannungsquelle angeschlossen ist. Dies fiihrt dazu, dass an den Leiterenden periodisch
positive und negative Ladung liegt. Ladungen werden also auf dem offenen Leiterstiick
periodisch hin und her transportiert. Dies ist ein schwingender elektrischer Dipol.

ol

Figur 6.6: Kugelkoordinaten, Hertz'scher Dipol und Richtungen
(radial r, azimutal @, und polar 3 ) der Komponenten der E-
Vektoren.

In der Elektrodynamik wird gezeigt, dass ein zeitlich verdnderliches elektrisches Dipol-
moment p(t) entlang der z-Achse folgende Komponenten des E- und B-Feldes in Kugel-
koordinaten (Fig. 6.6) erzeugt:

E, = 2 -cosS-(%+ 2p ] B, =0,
4-1-¢ 't
L p._ b P )
Eq = sing-| —+ + Bg=0 , (6.39)
9 4-m-¢g (r3 >.c r-c ?
1 - P p
E,=0 B,=—-sin3- + ,
¢ ? 4.megyc [rz-c r-cz]

wobei die Dipolmomente und ihre zeitlichen Ableitungen in (6.39) zum fritheren Zeitpunkt
t—r/c auszuwerten sind. Der Dipolmomentvektor ist gegeben durch

p(t)=a-Qq-cos(m-t) =pgy-cos(m-t).

In (6.39) treten 3 Beitrdge auf: die ersten zwei Terme dominieren das Nahfeld des Hertz'schen
Dipols (~1/r2, ~1/r*). Sie nehmen mit der Distanz r rasch ab, und iibrig bleibt der Term der
Fernfeldes, der mit 1/r abnimmt. Entlang der Dipolachse (3 =0) gibt es nur ein elektrisches

Feld im Nahfeld. Die Abstrahlung von der Antenne in die Richtung 9 betrdgt im zeitlichen
Mittel im Fernfeld:
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S

=2 4 ) -

3 Peff * @ sin” 9 - = Po
= . , wobei Peff =—— - (6.40)

‘ ‘ (4 . 7'[)2 g - C3 r2 eff /_2

Die Abstrahlung kann mithilfe eines Polardiagramms des Poynting-Vektors veranschaulicht
werden (Fig. 6.7). Es wird keine Leistung in der Bewegungsrichtung der Ladung (5 =0)
abgestrahlt. Die maximale Abstrahlung erfolgt in der Ebene senkrecht zum elektrischen
Dipolmoment, 9 =/ 2, und ist rotationssymmetrisch um die z-Achse. Fiir eine gerichtete
Abstrahlung, zur Aussendung eines Signals, eignet sich ein einzelner Hertz'scher Dipol nicht.

z

0.4} 5’ 9
0.2t

0|

Figur 6.7: Abgestrahlte mittlere Leistung im Fernfeld eines Hertz'schen Dipols (Dipolantenne) in Abhédngigkeit
des Polarwinkels 9, dargestellt in Polarkoordinaten. Die Pfeillinge von S ist proportional zum Betrag von S
(6.40). Die Abstrahlung ist rotationssymmetrisch um die z-Achse.

Die gesamte im zeitlichen Mittel in den Raum abgestrahlte Leistung des Hertz’schen Dipols
betrigt:

1 ) 4 8'7‘53'C -2 1
— Pt = Pl — . (6.41)

Die von einer Antenne aufgenommene Leistung ist aber grosser, da wegen dem spezifischen
Widerstand in der Antenne auch Energie in Warme umgewandelt wird.

Gemaiss (6.41) nimmt P mit zunehmender Wellenldnge A schnell ab. Trifft weisses Licht auf
Gasmolekiile oder Teilchen, deren Grosse sehr viel kleiner als A ist, so beginnt das Molekiil
als Hertz'scher Dipol zu schwingen, und strahlt in eine zuféllige Richtung in den Raum ab
(Rayleigh-Streuung). Der Hauptanteil der Leistung, die der Hertz'sche Dipol aufnimmt, wird
bei kurzen Wellenldngen wieder in den Raum abgestrahlt, d.h. fiir blaues Licht ist die
Streuung am stérksten. Das ist die Ursache fiir den blauen Himmel.

6.9.2 Oszillierendes magnetisches Moment

Anstelle des periodischen E-Felds des Hertz'schen Dipols kann auch ein periodisches B-Feld
Quelle einer elektromagnetischen Welle sein. Wird an eine Kreisschleife eine Hochfrequenz-
Spannungsquelle angeschlossen, so erzeugt diese im Leiterkreis nach (4.27) ein magnetisches
Moment. Dieses ist die Quelle einer elektromagnetischen Welle. Dabei wird fiir das B-Feld
ein zu (6.40) analoger Ausdruck erhalten, indem folgende Substitutionen gemacht werden:

E > —(/py)B,B > gy-E,und p - g,-m.
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6.9.3 Kombination von Hertz'schen Dipolen zur gerichteten Abstrahlung

Der Hertz’sche Dipol eignet sich nicht zur Aussendung von elektromagnetischen Signalen in
eine bestimmte Richtung, da die Leistung, ausser entlang der z-Achse, in den ganzen Raum
abgestrahlt wird. Stellt man jedoch N passive Dipole, gerade Leiterstiicke ca. derselben Linge
und der gleichen Ausrichtung wie der Hertz'sche Dipol, in Abstinden von d =L /4 entlang
einer Achse auf, so erfolgt die Abstrahlung der elektromagnetischen Wellen dominant in die
Richtung dieser Achse.

Eine solche Anordnung ist die Yagi-Uda Antenne (Richtantenne), die aufgrund des einfachen
Aufbaus weltweit eingesetzt wird. Ein Hertz'scher Dipol im Ursprung des Koordinaten-
systems (Fig. 6.8) induziert zeitlich verzogerte elektrische Dipole in den passiven Antennen.
Die N passiven Antennen werden Direktoren genannt, die ihrerseits phasenverschobene
elektromagnetische Wellen derselben Frequenz aussenden, die sich alle mit der urspriing-
lichen Welle des Hertz'schen Dipols iiberlagern.

Figur 6.8: Anordnung des Hertz'schen Dipols
P, im Ursprung des (x,y,z)-Koordinaten-
systems. In Absténden d entlang der x-Achse
sind passive Dipole p,,p,,... aufgestellt. Die
Wellenfronten sind normal zur Abstrahlungs-
richtung 1, = r, - (sin 3cos,sin 3sin @, cos J) .
Zusammen bilden die Dipole eine Richt-
antenne.

Bei der Berechnung des Poynting-Vektors am Ort 1, sind der zeitliche und rdumliche

Gangunterschied und die entsprechenden Phasenverschiebungen der Wellen zu
beriicksichtigen, die von den einzelnen Hertz’schen Dipolen p,p,p,,... ausgesendet

werden. Der elektrische Feldvektor Eg verursacht eine Ladungsverschiebung im passiven
Dipol p,, mit einer Zeitverzogerung von n-d/c=n-A/(4-c)=n-n/(2-w). Also gilt mit

dem Einheitsvektor z in z-Richtung:

150 —5 “Po _e—l-o)-t , 15n —5 “Po _e—l-w-t_el-n~n/2 ’

wobei Impedanzeffekte in den passiven Dipolen vernachlissigt werden. Auch der rdumliche

Gangunterschied A muss beriicksichtigt werden (sieche Fig. 6.8). Die Wellenfronten stehen
senkrecht auf T, 717, , also ist A die Projektion von d in Richtung ,:

A=d-Ty/ry=d-sin8-cosp=1/4-sind-cosp ,

bzw. n-A bei der n-ten Antenne. Die 9 -Komponente des elektrischen Feldes der n-ten
Antenne ist dann mit (6.39) gegeben durch
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Egp=————5—Po-sin§.e*TOV .2

— —i-n-1t/2-sin9-cosQ
4-m-gy-cer

€

Nur das Fernfeld der Richtantenne wird betrachtet. Die komplexe Schreibweise vereinfacht
die korrekte Beriicksichtigung der Phasenunterschiede der einzelnen Dipole.

Die Abstrahlung in einer bestimmten Richtung ist durch den Poynting-Vektor gegeben, wobei

wir (6.35) und (6.39) verwenden und, geméss der Fernfeldndherung, nur Terme ~1/ r?
beriicksichtigen. Der Poynting-Vektor besteht im Fernfeld nur aus der r-Komponente:

1 N N N
2-p, 2y a0 e ™

Alle nicht winkelabhéngigen Faktoren werden nun in einem Faktor a zusammengefasst,
womit wir die rdumliche Verteilung der Abstrahlung der Richtantenne mit N Direktoren wie
folgt erhalten:

N N
Sr,N (8, (P) —a -sin2 9. Z e—i-n~n/2~(1—sin9-cos<p) . Z ei-n~7'c/2~(1—sin9-cos<p) ' (6.43)
n=0 n=0

Fiir N = 0 ist die Antenne ein Hertz'scher Dipol, und S, stimmt mit (6.40) iiberein. Die

einfachste Ausfiihrung der Richtantenne hat eine einzige passive Antenne im Abstand A /4,
also N =1:

S;1(3,9)=2-a- sin® 9- (1+cosZ(1-sind-cosp)) ,

so dass S, ;(5,0)=4-a und S, ;(7,7) =0. Auf der x-Achse (3 = 7) erfolgt die Abstrahlung

nur in positiver x-Richtung, da dort die Wellen konstruktiv interferieren; in negativer x-Achse
interferieren sie destruktiv. Die gesamte Abstrahlung im Halbraum x < 0 verschwindet jedoch
nicht vollstindig, da sogenannte Nebenkeulen der Strahlung auftreten. In der (x,y)-Ebene (z =
0) treten N —1 Nebenkeulen auf. Fiir N = 1 wird noch etwa 15% der Energie in den Halbraum
x < 0 abgestrahlt, fiir N = 5 nur noch 4%. Einige Beispiele sind in Fig. 6.9 gezeigt.

0.2 : ; ; ; 0.015 -
N=0 — T 2
NDr— 0.01f
0.1FN=5
0.005

o
T
x
Y
o

0.005
-01¢
0.01
-0.2 ; : ; : -0.015 ; ; ) —
-0.15 0 0.15 0.3 0.45 0.6 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01

Figur 6.9: Abstrahlungscharakteristik in der (x,z)-Ebene fiir einige einfache Yagi-Uda Antennen im Vergleich
zum Hertz'schen Dipol (N = 0). Einige Nebenkeulen der Abstrahlung sind in der Vergrosserung rechts sichtbar.

Die in den Raum abgestrahlte Leistung Py = | Sy -dQ ist in Fig. 6.9 normiert.
47



Physik 2 149

6.10 Elektromagnetische Wellen in Materie
6.10.1 Elektromagnetische Wellen in Dielektrika

Bis anhin erfolgten alle Uberlegungen fiir ein strom- und ladungsfreies Vakuum. In
dielektrischen Materialien (Isolatoren) gibt es keine Strome, aber die elektrische Polarisation
und Magnetisierung muss bertlicksichtigt werden. Man konnte die Wellengleichung aus den
modifizierten Maxwell Gleichungen fiir diesen Fall erneut herleiten, was aber hier nicht getan
werden soll. Es ist einleuchtend, dass sich vor allem die Ausbreitungsgeschwindigkeit dndert.

In einem Material mit der Dielektrizititskonstante € und Permeabilitdt p gilt:

1 c
u = _—_—, = C =

\ €8 H-Ho ™ VEH .

Fiir die meisten Dielektrika ist die magnetische Permeabilitét p nahe bei eins (Ausnahme:
Ferrite). In diesem Falle ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle
im Material:

n ist der Brechungsindex eines Materials. Es ist zu beachten, dass € und n stark frequenz-
abhingig sind. Neben der Ausbreitungsgeschwindigkeit &ndern sich auch die Energiedichte
und der Poynting-Vektor:

1))
Il
el
X
T
Il
esll!
X
o]

w=8-80-E2 und :
H-Ho

6.10.2 Elektromagnetische Wellen auf einem Doppelleiter (Lecher-Leitung)

Entlang zwei parallelen Dréhten (elektrische Doppelleitung) konnen sich elektromagnetische
Wellen ausbreiten. Das ist die Grundlage der Telegraphie, die sich Mitte des 19. Jahrhunderts
als sehr effektives Kommunikationsmittel verbreitete. Auch Koaxialkabel sind Doppel-
leitungen; diese werden noch vielerorts zur Ubertragung von elektromagnetischen Signalen
eingesetzt (z.B. Kabelfernsehen), jedoch zunehmend durch Glasfaserleitungen ersetzt, bei
denen eine wesentlich héhere Ubertragungsrate erreicht wird.

Um die Ausbreitung elektromagnetischer Signale in einer Doppelleitung zu untersuchen,
betrachten wir ein kleines Stiick einer Doppelleitung, die an einer Wechselspannungsquelle
angeschlossen ist, die Ladungstrager entlang der Leitung bewegt (Fig. 6.10). Dadurch fliessen
Strome und es liegen Potentialdifferenzen zwischen den Dréhten vor. Die Drihte weisen
einen Ohmschen Widerstand auf, und aufgrund ihrer parallelen Anordnung miissen auch
Kapazitdten und Induktivitdten berticksichtigt werden, sowie Strdme von der einen Leitung
zur anderen Leitung aufgrund von nicht vollstandiger Isolation. Diese werden pro Linge als

Widerstandsbelag R, Kapazititsbelag c’, Induktivititsbelag L , und Ableitungsbelag (auch
Leitwerts-, oder Querleitwertbelag) G der Doppelleitung angegeben.
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I(x,t) I(x +Ax,t)
— Q. —

VR U(x, ) U(x + Ax,t)

|

3 ! Q7 (X,t) Figur 6.10: Abschnitt einer elektrischen Doppel-
7I(X;,t) 7I(x+;Ax,t) leitung: Stromstéirke I, Spannung U, und Ladungs-
. H ! belag Q" (Ladung pro Lénge), sind Funktionen von
0 < X+ Ax Ort x und Zeit t.

Challenge: Zeigen Sie, dass der Kapazititsbelag C" und Induktivititsbelag L fiir eine diinne
Doppelleitung mit Leitungsabstand D und Leiterdurchmesser d, wobei d < D ist, wie folgt

gegeben sind: C :% , L :”_T:.ln(%) '

Die Ladungserhaltung in einem kleinen Stiick Draht der Lange Ax erfordert:

%(Q*(x,t)AX) =1(x,t)-G - Ax-U(x,t) - I(x + Ax, 1),

wobei Q* der Ladungsbelag (Ladung pro Lénge) ist. G"-Ax-U ist der Ladungsabfluss vom
oberen auf das untere Drahtstiick Ax aufgrund unvollstdndiger Isolation. Fiir Ax — 0 folgt

Q _ o gy (6.44)
ot O0x

Zwischen den beiden Drihten liegt eine Spannung vor, die durch den Ladungs- und
Kapazititsbelag gegeben ist:

Q' (x,1)-Ax =C" - Ax-U(x,1). (6.45)
Die Anwendung des 2. Kirchhoff Gesetzes, beginnend bei x und dem unteren Draht, ergibt:

Ux,t)-R*Ax-I(x,t) + U; )y —U(x+A,t) =0 ,

wobei mit R -Ax -1 die Spannungsabfille auf der oberen sowie der unteren Leitung bereits
berticksichtigt sind.

Mit dem Induktionsgesetz gilt U, 4 = —L"-Ax-81/6t , und somit

L A G St L 0, (6.46)
0x ot

wobei sich R” und L™ auf die Doppelleitung beziehen. Indem wir aus (6.44), (6.45) und
(6.46) I(x,t) eliminieren, erhalten wir fiir U(x,t) die allgemeine Telegraphengleichung:
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2
L*C*-—Z[; + (R'CT+L'GH-
t

2
U | rigtu = 2Y (6.47)
ot ox>

Es gilt formal dieselbe Gleichung fiir 1(x,t). Gleichung (6.47) beschreibt die Ausbreitung
eines Spannungs-, bzw. Strompulses (z.B. Morsesignal) entlang der Doppelleitung. Dies ist
die Grundlage der Telegraphie und generell der elektrischen Signaliibertragung in Leitern.
Die Telegraphengleichung hat interessante Eigenschaften. Sie enthilt einen Ddmpfungsterm,
der durch den Ohmschen Widerstand der Drihte und der Stréme durch die Isolation der
Doppelleitung verursacht wird. Die Kreisfrequenz o der Wechselspannungsquelle bestimmt
die Charakteristik der Signaliibertragung.

Betrachten wir nun eine ideal isolierte Doppelleitung, also G =0.Fir o> R"/L istder
zweite Term in (6.47) vernachldssigbar, und die Telegraphengleichung geht in die
Wellengleichung iiber. Die Phasengeschwindigkeit der elektromagnetischen Welle betragt

Cph = (L*C*)_l/ 2, wobei das Material, das die Dréhte umgibt, zu beriicksichtigen ist.

Andererseits ist fir ©< R* /L’ der erste Term in (6.47) vernachlissigbar, und es resultiert
eine Gleichung, die formal identisch ist mit der Wérmeleitungsgleichung. Die Stérungen
breiten sich nun nicht mehr als Wellen von der Quelle aus, sondern diffundieren mit der
Diffusionskonstante 1/(R*C") entlang der Doppelleitung. Die Signalausbreitung entlang eines
Doppelleiters oder Koaxialkabels ist also immer eine Kombination von Welle und Diffusion.

Mit dem Ansatz U(x,t) = U, -e" &%V .e7* in (6.47) erhalten wir folgende komplexe

Dispersionsrelation fir die Drahtwelle:
LC0?-i-0-(RC+LG)+R'G =-k*>-2-i-k-y+y* .
Gleichheit gilt sowohl fiir den Real-, wie auch den Imaginérteil separat, also fiir den letzteren:
1 * ok * %
=--(RC +LG ) —
Y=75( ) m

Die Amplitude der Drahtwelle nimmt mit der Distanz exponentiell ab, wobei die Abkling-
distanz 1/y von der Phasengeschwindigkeit ¢, =®/k abhéngt. Drahtwellen sind im

allgemeinen dispersiv: ¢y, héngt aufgrund der Dispersionsrelation von der Wellenldnge ab.

Fiir den Spezialfall R'C"/L'G" =1 sind die Wellen nicht dispersiv, und c,, = (L*C*)_l/ 2 ist
unabhiingig von der Wellenlinge. Das Signal wird wihrend der Ubertragung nicht verzerrt,
klingt aber mit y = R*(C* / L*)l/ 2 entlang der Doppelleitung exponentiell ab.

Wenn die Doppelleitung am Ende offen ist, bilden sich entsprechend der Randbedingungen
stehende Wellen aus (siche Fig. 6.11). Zwei Bauche haben immer den Abstand einer halben
Wellenldnge A/2. Die Wellenlénge ist durch die Frequenz der Spannungsquelle bestimmt:

A =c/v.Da es sich um stehende Wellen handelt, sind die Bauche des elektrischen Feldes
(Potentialdifferenz zwischen den Drihten) und des magnetischen Feldes (Strom in den
Drihten) um A/4 phasenverschoben. Bei offenen Enden bildet sich dort ein Knoten des
Stroms aus, bzw. ein Maximum des elektrischen Feldes (Spannungsbauch).
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Figur 6.11: Doppelleitung, die an eine Hochfrequenz-Spannungsquelle angeschlossen ist, und Momentanbild
der Verteilung des E-Feldes (feine Pfeile schrag von Draht zu Draht), des B-Feldes (fette Pfeile vertikal), der
Ladungsbelag Q" (auf unterem Draht eingezeichnet), und der Stromstirke I (horizontale Pfeile am oberen Draht
eingezeichnet). Sowohl Q" wie auch Stromdichte sind auf dem gegeniiberliegenden Draht umgekehrt. Fiir jede
Grosse bildet sich eine stehende Welle aus, falls die Drahtenden offen sind. Die Amplitude zu einem Zeitpunkt
ist gezeichnet fiir I, E und B. E- und B-Feldvektoren stehen senkrecht zueinander.

Stehende elektromagnetische Welle (v = 146 MHz) auf einem Doppelleiter (Lecher-Leitung):

Zwei lange parallele Drihte werden an eine hochfrequente Wechselspannungsquelle angeschlossen.
Spannungspulse breiten sich entlang der Drahte aus; wenn die Drahte am Ende offen sind, bildet sich eine
stehende elektromagnetische Welle. Dort befindet ein Maximum des E-Feldes, und ein Knoten der
Stromstéirke, und somit der Magnetfeldlinien, die den Draht umbhiillen. Orte maximaler E-Feldstédrke konnen
mit einer Glithlampe, die die beiden Leitungen verbindet, angezeigt werden, in Spannungsbauchen (E = 0)
erlischt die Lampe. Auch eine aufgelegte Fluoreszenzrohre zeigt ein periodisches Muster von erleuchteten
und dunklen Stellen, letztere bei E = 0. Damit kann die Wellenldnge gemessen werden (A = 1.58 m). Verlauft
die Doppelleitung im Wasser (Dielektrikum), wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢, und somit bei

gleicher Frequenz, die Wellenlénge stark reduziert.

6.11 Elektromagnetische Wellen im Hohlleiter

Bei sehr hohen Frequenzen, zum Beispiel Mikrowellen (v > 1 GHz), sind Drahte als Leiter
nicht mehr geeignet. Der Skineffekt fiihrt dazu, dass die leitende Schicht nur noch sehr diinn
ist (ca. 1 um bei @ = 10'?s™") und somit einen grossen Widerstand aufweist. Eine Doppel-
leitung von 1 m Lénge bei einem Abstand der Dridhte von 0.1 m hat bei dieser Kreisfrequenz
schon einen induktiven Widerstandswert |ZL| von 10* Q.

Wellen mit Wellenldngen im cm bis mm-Bereich {libertrdgt man mit Hohlleitern. Diese
werden fiir Frequenzen von 1 GHz bis 200 GHz verwendet.

Um die Struktur der elektromagnetischen Welle in einem Hohlleiter zu verstehen, betrachten
wir zundchst einen LC-Schwingkreis bestehend aus einer Spule und einem Plattenkondensator
(Fig. 6.12). Im Kondensator schwingt die elektrische Feldstirke aufgrund der periodischen
Auf- und Entladung des Kondensators. Zwischen den Platten ist also ein zeitlich &ndernder
elektrischer Feldfluss, der nach (6.1) ein ihn umschliessendes B-Feld erzeugt.
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Figur 6.12: Links: elektrischer LC-Schwingkreis mit E-Feld zwischen den Kondensatorplatten und das
umschliessende B-Feld zum Zeitpunkt, wo die untere Platte positiv aufgeladen wird. Rechts: Ein leitender
Zylindermantel umgibt das E-Feld, die Kondensatorplatten bilden die Deckel. Die geschlossene leitende Flache
ist ein elektromagnetischer Hohlraumresonator. Sowohl das E- wie auch das B-Feld erfiillen iiberall die
erforderten Randbedingungen. Ohne Deckel bildet der Zylindermantel einen Hohlleiter, entlang welchem sich
die elektromagnetische Welle fortpflanzt.

Die Anordnung wird nun ersetzt, indem das elektrische Feld in einen leitenden Zylinder-
mantel eingeschlossen wird; die Kondensatorplatten bilden zundchst die Deckel des

Zylinders. In dieser Anordnung erfiillt das B-Feld iiberall die Randbedingung i-B = 0. Das

E-Feld steht senkrecht auf den Deckflichen. Damit fix E =0 auch auf der Mantelfliche gilt,
muss die elektrische Feldstéirke eine radiale Abhingigkeit aufweisen, so dass E = 0 auf der
Mantelfliche ist. Die Anordnung ist ein elektromagnetischer Hohlraumresonator, der das
elektromagnetische Feld vollstindig einschliesst und in Abschnitt 6.12 vorgestellt wird.

Die Deckfldchen des Zylinders werden nun entfernt. Das ermdglicht die Ausbreitung einer
elektromagnetischen Wellen entlang der Zylinderachse. Die Rohre ist nun ein Wellenleiter,
ein elektromagnetischer Hohlleiter. Es gibt viele Moglichkeiten, wie das E- und B-Feld im
Hohlleiter orientiert ist und welche Struktur es aufweist. In Fig. 6.12 konnte das E-Feld auch
radial gerichtet sein und das B-Feld dementsprechend entlang der Zylinderachse.

Wir betrachten nun einen rechteckigen Hohlleiter. Das ist die Geometrie, die in der Praxis bei
der Ubertragung von Radar- oder Mikrowellen verwendet wird.

Das elektrische und magnetische Feld sind wie folgt gegeben:

E; B,
E-|E, (500 B_|p, |oiGFon (6.48)
E; B;

wobei Ei, E2, und Es, sowie Bi, B2, und B3 komplexe Amplituden der entsprechenden Felder
sind. Der Wellenvektor ist k = (¢, m, k) . Die gemessenen Felder sind Re(E) und Re(B). Jede
Komponente von (6.48) muss die Wellengleichung (6.27) bzw. (6.28) erfiillen. Daraus folgt:

w=c 2 +m?+k>2 =c-\12\=c-27“ : (6.49)

wobei A die Wellenldnge der elektromagnetischen Welle (6.48) ist.
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4
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Figur 6.13: Elektromagnetische Welle der Mode TE in einem rechteckigen Hohlleiter. Die Welle breitet sich
in +z-Richtung aus und ist in y-Richtung polarisiert. Ay bezeichnet die Wellenlédnge im Hohlleiter. An den
Seitenflachen ist das E-Feld 0, auf den Deckfléchen steht es senkrecht. Die geschlossenen B-Feldlinien sind
gepunktet eingezeichnet. Das B-Feld ist parallel zu den Seitenflachen, steht jederzeit senkrecht zum E-Feld, und
ist in Phase mit dem E-Feld. Bei TE, sind die Amplituden beider Felder konstant in y-Richtung, das heisst, die
E-Feldlinien beginnen auf der Flidche y = 0 und enden beiy =b.

Die elektrischen und magnetischen Felder (6.48) miissen natiirlich auch die beiden Maxwell
Gleichungen (6.25) und (6.26) erfiillen. Wir wéhlen das Koordinatensystem nun so, dass die
Ausbreitung einzig in z-Richtung erfolgt. Die x- und y-Abhéngigkeiten sollen in den
komplexen Amplituden belassen werden, also

E; B,
E=|E, |etzon B=|B, |-¢kzoV (6.50)
E; B;

Man kann zeigen, dass die transversalen Amplituden E1, E2 und B1, B2 vollstidndig durch die
beiden axialen Amplituden E3 und B3 und deren ersten x- und y-Ableitungen bestimmt sind.

Als Beispiel betrachten wir eine elektromagnetische Welle mit einfacher rdumlicher Struktur
im rechteckigen Hohlleiter. Die Welle pflanzt sich in +z-Richtung fort, also k= (0,0,k), und
ihr elektrisches Feld ist in y-Richtung polarisiert, d.h. transversal zur Ausbreitungsrichtung

(Fig. 6.13). Dies wird als TE-Mode bezeichnet (Transverse Electric Mode). Es gilt fir diese
Welle E1 =0 und E3 = 0.

Aus den Maxwell Gleichungen fiir die Amplituden von (6.50) folgt dann fiir dieses Beispiel
B2 = 0. Die komplexe Rechnung zeigt auch, dass das magnetische Feld ringférmig im
Hohlleiter angeordnet ist, wie dies bereits in Fig. 6.12 erkldrt wurde. Die B-Feldvektoren
stehen jederzeit und iiberall senkrecht auf den E-Feldvektoren und sind konstant in y-
Richtung.

Nun miissen beide Felder ebenfalls die entsprechenden Randbedingungen auf den Hohlleiter-

flachen erfiillen, d.h. , ixE =0 (E-Feld senkrecht auf allen leitenden Flichen) und fi-B=0
(B-Feld parallel zu allen leitenden Flichen).
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Im obigen Beispiel also muss Re(B;) =0 fiir x = 0 und x = a. Mit (6.48) folgt nach ldngerer
Rechnung

(=n,=, 1n,=012.. . (6.51)
a

Fiir den allgemeinen Fall miissen analoge Randbedingungen auch auf den Deckflichen y =0
und y = b erfiillt sein, also

m=n ny=0,1,2,... . (6.52)

i
y b ’
Die elektromagnetische Welle mit (nx, ny) = (1, 0) ist in Fig. 6.13 abgebildet. Sie wird als
TE10 Mode bezeichnet. Dies ist die Grundmode. Fiir TE10 sind die Randbedingungen fiir das
E-Feld auf allen Flachen bereits erfiillt. Da in TE1o die elektrische Feldstirke E> auf den
Deckflichen y = 0 und y = b nicht verschwindet, muss sich dort eine Ladungsbelegung
befinden, die sich verbunden mit der elektromagnetischen Welle fortpflanzt, wie dies bereits

bei der Lecherleitung beobachtet wurde (Fig. 6.11). Dies fiihrt wegen des zwar geringen, aber
nicht verschwindenden Ohmschen Widerstands des Hohlleitermaterials zu Verlusten.

Aus (6.49) und (6.50) folgt, dass die Lange der TE10 Welle im Hohlleiter, An, nicht gleich der
Wellenldnge der elektromagnetischen Welle, A, ist, sondern dass fiir TE 10 gilt:

2 2 2
oo | T 12 e (Ej J2m] g 2m
a2 a }\’H Y (653)

woraus folgt:

Ay = A . (6.54)

1-(1/2a)’

Die Lénge der Wellen im Hohlleiter, An, ist also grosser als die Wellenlédnge der fundament-
alen elektromagnetischen Wellen, A. Das ist so zu verstehen, dass die Hohlleiterwelle TE10
durch die Uberlagerung zweier in x-Richtung entgegengesetzt laufenden Wellen mit

k +=(,0,k) und k_=(~1,0,k) und gleicher Frequenz entsteht, so dass zwischen x = 0 und

X = a eine in x-Richtung stehende Welle resultiert, wie bereits in Fig. 6.5 abgebildet.

Die Phase der Hohlleiterwelle breitet sich daher mit der Geschwindigkeit ¢y =(c/A)-Ag aus.

Diese ist grosser als die Lichtgeschwindigkeit. Da Information jedoch mit der Gruppen-
geschwindigkeit der Welle ¢, = dw/dk transportiert wird und aus (6.49) ¢, <c folgt, ist

das natiirlich im Einklang mit der Relativitétstheorie.

Einsetzen von (6.51) und (6.52) in (6.49) und Auflésen nach der z-Komponente k des Wellen-
zahlvektors k ergibt
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2 2.2 a2
k = \/“’——nx Ty . (6.55)

Damit sich die Welle in z-Richtung ausbreiten kann, muss k in (6.55) reell sein; ein allfélliger
Imaginirteil hitte eine exponentielle Abnahme der Amplitude in x-Richtung zur Folge. Also
gibt es fiir eine bestimmte Frequenz nur eine endliche Anzahl Moden der elektromagnetischen
Welle im Hohlleiter. Fiir die Mode (nx, ny) muss die Frequenz grdsser sein als die zugehorige
Grenzfrequenz

2 2

Ox v (6.56)

COG C
2 a’ b’

27

= Vv > vg(ngny) =

Die Grenzfrequenz hingt also von der Geometrie des Hohlleiters ab. Nach (6.56) gibt es fiir
jede Geometrie unendlich viele Moden. In der Praxis werden aber die Hohlleiter in der
Grundmode betrieben.

Damit die nutzbare Bandbreite fiir die Signaliibertragung moglichst gross ist, sollte die
Differenz der Frequenz zwischen der Grundmode und der nidchst hoheren Mode moglichst
gross sein. Deshalb werden nicht runde, sondern rechteckige Hohlleiter mit a:b~2:1
bevorzugt.

In der Praxis gibt es viele Geometrien, die entsprechend den Frequenzbereichen der Mikro-
wellen eingesetzt werden. Ein hiufig verwendeter Hohlleiter wird als WR90 bezeichnet, der
fiir Frequenzen von 8.2 bis 12.4 GHz eingesetzt wird. Der WR90 Hohlleiter wird auch fiir die
in dieser Vorlesung gezeigten Experimente mit Mikrowellen (v = 9.3 GHz) verwendet.

Die inneren Dimensionen des rechteckigen WR 90 Hohlleiters sind a = 2.286 cm (= 90/100
inch) und b = 1.016 cm. Damit konnen die Grenzfrequenzen fiir die einzelnen Moden des
WR90 Hohlleiters aus (6.56) berechnet werden.

Ny ny v: [GHz]
1 0 6.56
2 0 13.11
0 1 14.75
1 1 16.14

Grenzfrequenzen der ersten TE Moden fiir einen WR90 Hohlleiter

Bedeutende und weit verbreitete Anwendungen von Mikrowellen sind der Mikrowellenofen
im Haushalt und der Radar. Der Mikrowellenofen operiert bei v =2.45 GHz. Der Radar einer
Bodeniiberwachungsstation flir den Luftverkehr arbeitet bei ca. v =1 GHz, und der Wetter-
radar der Meteo Schweiz bei v = 5.43 bis 5.45 GHz.

Mikrowellen werden sowohl aktiv (Aussenden eines Mikrowellensignals) wie auch passiv
(Messung des Mikrowellenbereichs der natiirlichen Strahlung) fiir die Erd-Fernerkundung
eingesetzt. Sie bilden ein wichtiges Werkzeug in der Klima- und Atmosphérenforschung zur
Messung von klimatisch relevanten Gréssen von Satelliten aus, wie z.B. der Gehalt von
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Wasserdampf in der Atmosphére (v =22.2 GHz, Absorptionsbande des H20 Molekiils), oder
die Meereisbedeckung (Kombination der Information aus v =19 GHz und 37 Ghz).

6.12 Elektromagnetische Schwingungen im Hohlraumresonator

Wenn nun der Hohlleiter in Fig. 6.12 oder 6.13 auch noch in z-Richtung leitend geschlossen
wird, so entsteht ein elektromagnetischer Hohlraumresonator. Dieser dient zur Erzeugung
von Mikrowellen.

Es muss dann auch eine zu (6.51) und (6.52) entsprechende Randbedingung an den Deck-
flichen normal zur z-Richtung erfiillt sein.

In einem Quader der geometrischen Ausdehnung a,,ay,a, sind deshalb nur folgende Eigen-

frequenzen elektromagnetischer Schwingungen moglich:

yo Bz

2 n 2 2
o = n-c-\/nx P n,ny,,n,=0,12, ... , (6.57)

wobei (0, 0, 0) natiirlich wegféllt. Im Hohlraumresonator befinden sich stehende elektro-
magnetische Wellen. Generell wirkt jede geschlossene Leiterfliche als Hohlraumresonator
mit den entsprechenden Eigenfrequenzen. Fiir die Weiterverwendung der elektromagnet-
ischen Wellen miissen diese vom Resonator in einen Hohlleiter eingekoppelt werden.

Hohlraumresonatoren sind heute weit verbreitet: sie werden als Quellen elektromagnetischer
Wellen in jedem Mikrowellengerdt (Magnetron) und in jedem Radar (Klystron) eingesetzt.

Wir erkléren hier in verkiirzter Form die komplexe Funktionsweise des Magnetrons, das
1940 entwickelt wurde und Mikrowellen mit hoher Leistung erzeugt. Das Magnetron besteht
aus einem massiven Cu-Zylinder, in den eine bestimmte Anzahl Hohlrdume gefrast sind, die
mit dem inneren Hohlraum verbunden sind. In Fig. 6.14 ist eine Anordnung von 12 kreis-
formigen Hohlrdumen (H) dargestellt. Sie bilden die Anode (A). In der Zylinderachse
befindet sich eine Gliithkathode (K), die Elektronen liefert. An der oberen und unteren Deck-
fliche des Cu-Zylinders befindet sich je ein ringférmiger Permanentmagnet in Helmholtz-
Anordnung, die zusammen ein homogenes B-Feld entlang der Zylinderachse erzeugen.

Magnetrone konnen sehr kompakt gebaut werden. In Fig. 6.14 ist ein schematischer Schnitt
durch ein Magnetron dargestellt. Als Beispiel seien typische Dimensionen betrachtet: die
Durchmesser von A (aussen) und H sind 12 ¢cm, bzw. 2 cm, die Hohe 7 cm. Die Verbindung
von H zum Innenraum ist ein Spalt mit Ladnge 0.5 cm und Breite 3 mm. Der einzelne Hohl-
raum mit Spalt wirkt als elementarer LC-Schwingkreis: die Oberfldchen des Spalts stellen
eine Kapazitit C dar, die innere Oberflache wirkt als Spule mit einer Windung, entlang der
ein Kreisstrom fliesst. Die Spule hat die Induktivitdt L. Die Dimension des Magnetrons
bestimmt die Eigenfrequenz des LC-Schwingkreises. Eine grobe Abschitzung ergibt:

12 5:107.7:107
3.107°

C=¢, F=1.03-10"%F ,

-é:8.85-10_
d
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a)

Figur 6.14: Aufsicht auf ein Magnetron bestehend aus einer Glithkathode (K) und einer ringformigen Anode (A)
aus Cu, in die 12 zylinderformige Hohlraumresonatoren H gefrést sind. (a): Zwischen K und A liegt eine
Spannung U von einigen kV; im ringférmigen Innenraum bildet sich ein konstantes radiales Feld E~. Zwei
Permanentmagnete auf den Deckfldchen des Zylinders sind in Helmholtzanordnung und erzeugen ein nahezu
konstantes B-Feld im Hohlraum, das in die Ebene hineinzeigt. Elektronen e~ verlassen K und werden im Feld E~
beschleunigt. Die Lorentzkraft zwingt die e auf gekriimmte Bahnen (Epizykloiden). Je nach Feldstirke B
treffen die e~ auf A oder auf K auf (1 und 3), oder fliegen moglichst lange im ringformigen Zwischenraum (2).
Jeder der 12 Hohlrdume stellt einen elementaren LC-Schwingkreis dar mit dem Spalt als Kapazitdt und der kreis-
formigen Innenfldche als eine Spulenwindung. (b): Magnetron im Betrieb mit alternierender Ladungsbelegung
auf der inneren Mantelfldche: die Vorzeichen schwingen mit der Eigenfrequenz @. Diese erzeugen ein Wechsel-
feld E~, das dem konstanten Feld E™ iiberlagert ist und die Bahnkurven der e” beeinflussen. Im Wechselfeld
driften die e in Richtung der offenen Pfeile. Dabei gibt es Zonen der Konvergenz und der Divergenz von €7, es
bildet sich eine sternformige Ladungswolke (hellgraue Flache) aus. Die oszillierende Ladungsbelegung auf A
fiihrt zu einer Rotation der Wolke im Uhrzeigersinn mit der Kreisfrequenz /6.

2 —25\2
L:Ho'N A=4n-10‘7~WH=5.64~10‘9H ,
7.10"
ve® o L 10°Hz=2.1GHz .
2n 2nyJL-C

Zwischen A und K liegt eine Spannung U von einigen kV. Wird K aufgeheizt, 16sen sich
Elektronen e ab und beschleunigen sich im konstanten E™ Feld. Die Lorentzkraft zwingt die
e auf gekriimmte Bahnen (Epizykloiden), so dass je nach Feldstirke B und Anfangsge-
schwindigkeit die ™ auf A oder K treffen, bzw. im ringférmigen Zwischenraum auf eine
Umlaufbahn gelangen (Fig. 6.14a, Bahnen 1, 2, 3). Fliegen die ¢ nahe an einem Spalt vorbei
(Bahn 2), so werden dort Ladungsverteilungen induziert, die den LC-Schwingkreis in H auf
der Resonanzfrequenz o anregen. Zwar ist der spezifische Widerstand von Cu sehr klein,
trotzdem ist der angeregte Schwingkreis natiirlich geddmpft. Die Verluste werden durch
Abgabe kinetischer Energie der e aus der Kathode ausgeglichen.

Schwingt ein einzelner H, werden aufgrund des um H fliessenden Kreisstroms die unmittelbar
benachbarten LC-Kreise ebenfalls zur Schwingung angeregt. Nach dem Einschwingvorgang
der 12 Hohlrdume befinden sich diese in Phase, und es bilden sich oszillierende Oberfldchen-
ladungen an den Anodenstegen. Zum Zeitpunkt, der in Fig. 6.14b gezeigt ist, sind die
Kapazititen C voll aufgeladen, welche im Zwischenraum ein zusitzliches Wechselfeld E™ mit
der Frequenz o verursachen. Das E™-Feld moduliert die e -Bahnen. Im Ruhesystem des
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Elektrons stellt sich, unter Vernachlissigung der Triagheitskréfte, ein Gleichgewicht
E™ +(Vp xB) =0 ein. Das heisst, E~ verursacht eine zustzliche Drift V1, der Elektronen in

Richtung der offenen Pfeile in Fig 6.14b. Diese Drift fiihrt lokal zur Ansammlung, bzw.
Ausdiinnung der Elektronen: es bildet sich eine sternformige Elektronenwolke mit 6 Armen
(grau in Fig. 6.14b). Aufgrund der resonanten Schwingungen in H mit der Frequenz o
oszilliert auch E™ mit @. Damit rotiert die Elektronenwolke mit ®/6 im Uhrzeigersinn.

Die Kreisstréme in H verursachen auch ein B™, das zusammen mit E~ eine elektromagne-
tische Schwingung bildet. Diese kann nun aus den Hohlraumresonatoren H ausgekoppelt und
in einen Hohlleiter gefiihrt werden, entlang welchem sich dann eine elektromagnetische Welle
fortpflanzt. Das Magnetron ist die Quelle dieser Welle und gibt Energie ab. Die Mikrowelle
breitet sich dann entlang des Hohlleiters aus und wird zum Beispiel ins Innere eines Mikro-
wellenofens, bzw. auf eine Radarantenne geleitet.

Challenge: Die Bahnkurve eines e soll im zylinderformigen Zwischenraum des Magnetrons
ohne H berechnet werden. Dabei sind ry, =1cm, und r, =5cm, B=0.01 T, und U variabel.

Das ¢ startet bei r, mit v, in Richtung a.=7/2. Es wirken einzig das radiale E~-Feld und

das homogene B -Feld wie in Fig. 6.14 dargestellt. Die Trajektorien ergeben sich aus der
Losung der Bewegungsgleichung m T=¢ B +e” -(? x B) . Einige Bahnkurven sind in Fig.
6.15 gezeigt.

Figur 6.15: Bahnen der Elektronen im Magnetron sind
Epizykloiden, falls die Wirkung der Wechselfelder der
Hohlraumresonatoren H nicht beriicksichtigt wird. Feste
Linie: U =5kV, vo = 0 m/s. Gestrichelt: U=5kV, vo =
22.5-10°m/s. Strich-punkt: U =2 kV, vo = 23-10°m/s. Es
treten unterschiedlichste Bahnen auf. Gestrichelte Kreis-
bahn; die Strich-punkt Bahn verlduft retrograd.
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6.13 Das Spektrum elektromagnetischer Wellen

Das Spektrum elektromagnetischer Wellen erstreckt sich von niederfrequenten Wechsel-
strdmen, iiber Radiowellen mit Wellenldngen im Kilometer- bis Meterbereich, iiber sichtbares
Licht im Bereich von 360 bis 780 nm, bis zu Gamma- und H6henstrahlen mit Wellenléngen
von 1072 bis 107> m. Das Spektrum ist in Figur 6.16 dargestellt.
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| | | | | ' '
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Figur 6.16: Spektrum der elektromagnetischen Wellen. Radio- und Radarwellen werden héufig durch die
Frequenz angegeben. Mikrowellen, Infrarot und sichtbares Licht (A =360 — 780 nm, vergrossert und mit den
zugehorigen Farben) werden iiblicherweise durch die Wellenldnge charakterisiert. Bei Rontgen- und Gamma-
strahlen wird die Energie der einzelnen Photonen nach der Beziehung E = h-v (h ist das Planck'sche Wirkungs-
quantum) angegeben. Bildquelle: de.wikipedia.org/wiki/Elektromagnetisches Spektrum.





