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1 1 Atomare Struktur der Materie

1 Atomare Struktur der Materie

1.1 Kinetische Gastheorie

Wiérme ist eine Form der Energie. Bei idealen Gasen, welche aus Massepunkten ohne gegensei-
tige Wechselwirkung gedacht werden, kann es sich nur um translatorische kinetische Energie
handeln. Der Druck auf eine Wand entsteht durch Impulsiibertrag der einzelnen Teilchen.

Wir betrachten Gas in Wiirfel der Kantenlédnge a:

Kraft des Teilchens i auf eine Wand senkrecht zur x-Achse ist gleich der Impulsénderung beim
Stoss mit der Wand, dividiert durch die Zeit zwischen zwei Stossen des Teilchens i:

2

2mug; Moy,

2a

Vi

Fwi:

Druck verursacht durch einzelnes Teilchen:

Fyi muv2,  muvZ
Fliche al \% ( olumen)

Dix

Druck durch mehrere Teilchen:

mN
_ 2
px—vg Vi -
=1

Die einzelnen Teilchen haben unterschiedliche Geschwindigkeiten. Fiir das mittlere Geschwin-
digkeitsquadrat gilt:

v? =02+l + vl

Bei isotroper Geschwindigkeitsverteilung gilt v2 = v2 = v2 und damit v2 = 302 = 3

Dies eingesetzt ergibt den Druck p auf eine beliebige Wand:

<o
Il
w
5%l

N
— 1 — 2
pV:mZvii:vagi:§va2:§Ekin.
i=1

Fiiy, ist die kinetische Energie des gesamten Systems von N Teilchen.
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1.2 Boltzmann’scher Gleichverteilungssatz (Aquipartitionsprinzip)

Der Vergleich des obigen Resultates mit der Zustandsgleichung fiir ideale Gase (pV = v RT)
fithrt auf folgende Vermutung;:

2
§ Exin = pV
= vRT (v = Anzahl Mole)
2 mv?
3V Na 5 = Y RT (Na = Avogadro-Konstante)
v? 3 R
MY~ 2k wobei k= — (Boltzmann Konstante)
2 2 Na

Die Massepunkte haben 3 translatorische Freiheitsgrade. Die innere Energie pro Freiheitsgrad
und pro Massepunkt betrigt damit:

1
=—kT.
v 2

1.3 Die Experimente von Perrin

Die kinetische Gastheorie geht von einer Anzahl Masseteilchen aus, kann aber keine Angabe
iiber Anzahl, Masse und Radius dieser Masseteilchen machen. Loschmidt hat 1865 eine erste
Abschitzung der Zahl N gemacht. Uber die Viskositit und die freie Wegléinge berechnete er
einen Wert, der rund eine Grossenordnung zu klein war. Es ist vor allem das Verdienst von
Perrin, Ny mit verschiedenen Methoden zu bestimmen. Zwei Methoden sollen kurz erldutert
werden.

Die erste Methode beruht auf der barometrischen Héhenformel (Temperatur konstant):

@ — o) (h) = Molmasse _% _@ _
an P9 P = Molvolumen V.., RT
d M
@ _ M9 dh
P RT
_Mgh
p = Dpo€ RT

(wobei p, = p(0)). Nach der kinetischen Gastheorie ist M = Na m, wobei m die Masse eines
Teilchens ist, und p = = 1

mv? = $nmo?, wobei n = n(h) die Teilchendichte ist. Damit gilt
mit n, = n(0) bei konstanter Temperatur

N h
n(h) =nee” rr

Diese Formel muss auch fiir makroskopische Teilchen gelten, welche unter dem Mikroskop
sichtbar sind. Unter Mikroskop sichtbar bedeutet, dass n(h) und iiber Radius und Dichte auch
m bestimmt werden kénnen. Damit kann N berechnet werden. Fiir makroskopische Teilchen
nimmt aber n(h) mit der Hohe zu rasch ab. Die Gleichung gilt aber nach den van’t Hoffschen
Gesetzen auch fiir Teilchen in Losung. Die Teilchen der Dichte p erfahren in der Losung der
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Dichte p’ neben der Gravitationskraft m g = V pg auch eine Auftriebskraft V p’ g, dies nach
dem Archimedischen Prinzip, also insgesamt eine ,reduzierte Gravitationskraft“ Vg (p — p') =

m /\.
29 (p—r):

_Namg(p—p)h
n(h) =nee PRT

Falls man sehr kleine Harzkiigelchen (Durchmesser kleiner als 1 ym) und ein Harz wéhlt, das
eine Dichte hat, die nur wenig grosser als jene von Wasser ist, kann man effektiv eine Abnahme
von n(h) mit der Hohe beobachten und damit N4 berechnen:

pRT T
n .
myg(p—p)h  n(h)

Beispiel:

Kiigelchen mit Radius @ = 1 um aus Mastixharz der Dichte pyrastix = 1'100 kg m ™2 befinden sich in
Wasser (Dichte pp,0). Wenn die Dichte der Mastixkiigelchen alle Ah = 6.1 -10~7 m um die Hélfte
abnimmt (so dass n(0)/n(Ah) = 2), dann ergibt sich bei Zimmertemperatur (T' = 293 K)

NA _ PMastix RT In n(O)
PMastix % ™ a3 g (pMastix - szo) Ah ’I'L(Ah)
3RT n(0)

n
dmad g (pMastix - szo) Ah n(Ah)
~ 6.7-10% mol™!.

Perrin verwendete Mastixteilchen von r = 0.52 pm und zdhlte n(h) unter einem Mikroskop
mit 1 pm Schérfentiefe.

Die zweite Methode von Perrin beruht auf der Brownschen Bewegung, respektive auf einer
Herleitung von Einstein fiir das Verschiebungsquadrat bei dieser Bewegung.!

Nach van’t Hoff gilt auch fiir kolloidale Teilchen in Fliissigkeiten p V = v RT, d.h., mit Riick-

vNaAm

sicht auf die Massendichte p = =52+,

_ pRT
p= NAm '

(1)

Der Mittelwert der vom Partialdruck p der kolloidalen Teilchen in x-Richtung auf jedes der
im Volumen V = A Ax befindlichen N = nV Teilchen ausgeiibten Kraft betragt im Grenzfall

! Albert Einstein (1905): Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von
in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten Teilchen. Annalen der Physik 17, S. 549 — 560.
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Az — 0, bei konstanter Temperatur,

p(z) A—plx+ Az) A

o) = fim, N

. plx)A—plz+Azx)A

= 1

Avo nAAx ; :

= _l@p_(:v)’ p=mn : p(x) p(x+Ax)
n Ox Lol SQ ________________

_ moa) P .
p Ox Ax

(:) _1 ﬂ @ . (2) Abbildung 1: Luftsdule mit Léngsachse
p Na Oz in Richtung der Koordinatenachse x.

Im dynamischen Gleichgewicht halten sich diese Druckgradientkraft und die mittlere viskose
Widerstandskraft auf die Teilchen das Gleichgewicht. Dann bewegen sich die Teilchen also mit
einer konstanten mittleren Geschwindigkeit (v;) so, dass nach dem Stokes’schen Gesetz

(Fp) —6mna (vz) =0;

a ist der Radius der (kugelformigen) Teilchen und 7 die dynamische Viskositit der Fliissigkeit.
Der von der Druckgradientkraft (2) verursachte Massenfluss

p (Fa)

6mna
RT 9p

6mna

p(vz) =

ist im dynamischen Gleichgewicht gleich dem durch die Diffusion verursachten Massenfluss, so
dass

dp
T =—-D—
p (V) 5

und mit Riicksicht auf (3)

RT O
Mo __pop

6rna  Ox

Daraus ergibt sich

_RT 1

D=— .
Np 67na

Die Diffusionsgleichung in Bezug auf die z-Richtung lautet:

9?n  On

a2~ ot
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Die Losung dieser Differentialgleichung lautet fiir den Fall, dass zur Zeit t = 0 alle N Teilchen
bei x = 0 sind:

N o2
n(;p’t) = — e 4Dt

e
var Dt

o0
(somit ist [ n(x,t)dz = N). Dies ergibt fiir den Mittelwert:

—0o0

(=)

1
N /an(x,t)d$

= 2Dt
(4) RT

3n Nana

und fiir zwei Dimensionen (isotrop):

) = ) )

Beispiel:

Kugelformiges Teilchen mit Radius @ = 1 um bewege sich in Wasser (n = 1.002 - 10~2 Pas bei 20°C)
von einer Ebene aus in einer Minute im Mittel um etwa 7 um.

2RT
3ntna (r?)
28.31 29360
3m-10-6-1.002- 103 - (7 - 10-6)?
= 6.32-10%° mol~!

Ny =

1.4 Die Boltzmann-Verteilung

Boltzmann-Konstante:

R
k=-—=138-1002JK .
Na

Die barometrische Hohenformel erlaubt es, die Teilchendichte in Niveaus verschiedener poten-
tieller Energie relativ zueinander zu berechnen:

n(h) = mnee kT
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Dieser Ausdruck hat allgemeinere Giiltigkeit, wie in der statistischen Thermodynamik gezeigt
wird. Es gilt:

Wi . . . .
N; = N(W;) ist proportional zu e”#7 und falls zwei Energieniveaus W; und Wy moglich sind,
W1 —-W:
gilt: % —e kT

Falls N Teilchen auf Ng diskrete Energieniveaus verteilt sind:

Wi
T

=

wobei N; die Anzahl Teilchen im Zustand mit der Energie W ist.

1.5 Maxwell-Verteilung

In einem abgeschlossenen Geféiss befinde sich ein ideales Gas der Temperatur 7', das aus N
Massepunkten der Masse m besteht. Die mechanische Energie E jedes Massepunktes sei rein
kinetisch, E = E(|0]) = Eixn = % 0. Die Besetzungswahrscheinlichkeit der Zustéinde mit
Geschwindigkeitsvektoren in der Zelle [, ¥ + dv], die Teil des von den Geschwindigkeitsvek-
toren aufgespannten (euklidischen) Vektorraumes V ist, betridgt damit nach der Boltzmann-

Verteilung (5)

E(5D
-0l a3
o3 e kT d%
P@)d°v = “EGD
Je wT ddv
0 v sin® cos
-2 N . .
- 4B ' U= va | = | vsindsinp
= — ,  Kugelkoordinaten : vs v cos?d

e
[e 2T d3v
v d3v = v? sin¥dpdd dv

mv2
e 2rT 2 sind¥dpdddv
2T m™ 00 m o2
[ | [ e 2kt v? sinddpdddv
=09=0 v=0

mv? oo 3
—2eT v? sinddeddd m v 2T 2
= ¢ gi St 2(’0 U, /e_mv2dv:ﬁ(—> :
47 [ e 2T v2dv 00 m
v=0

- m 57 02 sind dp do d
= \s-27) © v* sind dy v .

Keine Richtung ist gegeniiber den anderen Richtungen in besonderem Masse ausgezeichnet.
Die Besetzungswahrscheinlichkeit der Zustéinde mit Geschwindigkeitsbetrigen zwischen v und
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v 4 dv ist somit gleich

o
3

Pv)dv =

A}

T I —.

A
Il
o
53

Von den N Teilchen befinden sich dN (v) = N P(v) dv in den Zustédnden mit Geschwindigkeits-
betrigen zwischen v und v 4+ dv. Damit ergibt sich die Maxwell’sche Geschwindigkeitsvertei-

lung

d_N_4N(m )3 o _mo?
dv  rm '

25X 10
a) b)c)
2 ~
E
9, 1.5f
3
3
z U
0.5r
O 1 1 1 1 J
0 200 400 600 800 1000
v [m/s]
Haufigste Geschwindigkeit: Vmax
Mittlere Geschwindigkeit: v o=
Mittleres Geschwindigkeitsquadrat: 2 =

Abbildung 2: Maxwell’sche Geschwin-
digkeitsverteilung. Als Beispiel wird ein
Stickstoffmolekiil m = 4.6 - 10725 kg bei
einer Temperatur von 293 K gewiihlt. a)
Umax = 416.8 ms™!, b) 7 = 470.1 ms~},
¢) V2 = 510.1 ms—.

Do
ol
N~

o0
7~
~

@
o
~

]
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2 Thermische Strahlung und Licht

Licht erscheint uns als etwas Fundamentales. Biblische Vorstellungen der Entstehung des Uni-
versums und der Erde stellen die Erschaffung des Lichts an den Anfang. Auch die ersten Na-
turgesetze beschiftigten sich mit dem Licht. Das Brechungsgesetz ist qualitativ seit 160 n.Ch.
und quantitativ seit 1620 (Snellius) bekannt. Um 1670 untersuchte Newton die Farbstreifen,
die ein gebiindelter Sonnenstrahl nach dem Durchgang durch ein Prisma auf die Wand warf
und nannte das ein Spektrum. Gegen Ende des 18. Jahrhunderts diskutierte man die Frage, wie
Licht in Warme umgewandelt werden kann. Um diese Zeit fand man auch heraus, dass Warme-
strahlen reflektiert und gebrochen werden koénnen und dass die Sonne neben sichtbarem Licht
auch dunkle , Warmestrahlung“ und ,,chemische Strahlung® (schwérzt Hornsilber) ausstrahlte.
Um 1800 erkannte Young den Wellencharakter von Licht und bestimmte die Wellenlénge von
Farbstreifen. Um 1850 begriindeten Bunsen und Kirchhoff die Spektralanalyse und Kirchoff
erkannte auch, dass Licht und Wérmestrahlen von der gleichen ,,Art*“ waren. Die Versuche den
Intensitatsverlauf der kontinuierlichen Spektren der Strahlung heisser Korper und die Spek-
trallinien bestimmter Atome zu erkldren beinhaltet einen grossen Teil der Atomphysik.

2.1 Temperaturstrahlung des schwarzen Korpers

e Im Vakuum erfolgt Temperaturausgleich nur iiber Strahlung
e Im Gleichgewicht ist Absorption = Emission

e Der abgeschlossene Hohlraum ist eine gute Naherung eines schwarzen Strahlers, man
spricht von Hohlraumstrahlung. Ein schwarzer Korper liegt dann vor, wenn alle auf ihn
eintreffende Strahlung bei allen Frequenzen absorbiert wird.

e Aus dem Kirchhoff’schen Strahlungsgesetz folgt fiir die Energiestromdichte der Strahlung
(d.h. die Intensitét der Strahlung, in J/(m? s)) auf der Kérperoberfliche: uy = uy(f,T)
unabhéngig von Form und Material.

Einiges iiber Hohlraumstrahlung:

Man betrachte abgeschlossenen Hohlraum mit total reflektierenden Wénden. Idee des Vorge-
hens:

e Es gibt eine abzdhlbare Anzahl stehender Wellen im Hohlraum. Alle andern 16schen sich
durch Interferenz aus.

e Jeder stehenden Welle kann ein Oszillator einer gegebenen Energie zugeordnet werden

e Dies ergibt im Hohlraum eine Energiedichte in Funktion der Frequenz w(f), aus dieser
lasst sich dann die Energiestromdichte u(f) berechnen.

2.1.1 Abzidhlverfahren von Rayleigh und Jeans

e Gegeben wiirfelformiger abgeschlossener Hohlraum mit Kantenlédnge a.
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e Ebene Welle: Eine ebene Welle in z-Richtung wird dargestellt mit
y(z,t) = yo sin(wt —kx — ) ;
bei beliebiger Ausbreitungsrichtung:
E(H? Y, 2 t) =E, ei(wt—k(cosax+cosﬁy+c05’yz)) )
e Stehende Welle muss bei jeder Reflexion einen Knotenpunkt haben.

Das Abzéahlverfahren ist in Anhang A durchgefiihrt. Das Ergebnis lautet:

4mad f3
3c3

N(f)=2-

wobei IV die Anzahl Moden im Frequenzbereich 0 bis f ist. Der Faktor 2 kommt von den zwei
moglichen Polarisationsrichtungen. Damit ist die Verteilungsdichte gegeben durch:

dN(f) 8ma®f?
df 3

Anzahl stehende Wellen pro Volumen im Frequenzintervall f bis f + df:

_dAN(f) 8w f?
-

dn(f)

df .

2.1.2 Klassische Deutung mit dem Boltzmann’schen Gleichverteilungssatz

Nach dem Boltzmann’schen Gleichverteilungssatz wird jeder stehenden Welle ein Oszillator
der Energie kT zugeordnet (Epot + Eyin = %kT + %kT = kT). Die Energiedichte betréigt
dann:

2
w(pydf = ST g

C

Aus w(f) kann die Energiestromdichte (Intensitét) w(f) durch ein kleines Loch im Hohlraum
berechnet werden (siehe Anhang B):

2
u(f)df = Suw(pag =T ay

(&

u(f) kann gemessen werden. Die berechneten Werte stimmen aber nur fiir kleine Frequenzen
bis ca. f = 3-10'2 Hz (entspricht 100 pm Wellenléinge) mit gemessenen Werten iiberein. Mit zu-
nehmender Frequenz wird die Abweichung immer grossser (Ultraviolettkatastrophe). Lummer
und Pringsheim haben den Intensitétsverlauf fiir Wellenldngen zwischen 1 — 7 pum sehr genau
gemessen (Hohlraum in Eisen, spektrale Zerlegung durch Kochsalzprisma, Detektion durch
Bolometer). Wien hat fiir den Verlauf der Intensitéit eine empirische Formel ohne physikalische
Begriindung angegeben.
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2.1.3 Planck’sches Strahlungsgesetz

Planck konnte zeigen, dass der Grund der Diskrepanz zwischen Berechnung und Messergebnis-
sen beim Boltzmann’schen Gleichverteilungssatz liegt. Jedem Oszillator ist statt kT folgende
Energie zuzuordnen:

hf
e%—l

hf
e%—l

w = +sW'

, h=6.626-10"3*Js.

W' ist die Nullpunktsenergie, welche hier vernachlissigt werden kann, und s eine Konstante.
Fiir die Energiestromdichte erhalten wir damit das Planck’sche Strahlungsgesetz:

2w hf3 1
U(f)df = 2 ¥ df
LTt (6)
27 hc? 1
u(Ndy = LS dn
A ekTx — 1

Die von Lummer und Pringsheim und auch alle nachfolgenden Messungen stimmen bestens
mit den nach der Planck’schen Formel berechneten Werten iiberein.

2.1.4 Energieverteilung nach Planck

Zum Boltzmann’schen Gleichverteilungssatz sind noch einige Bemerkungen zu machen. Nach
der Boltzmann-Verteilung (5) berechnet sich die mittlere Energie:

Normalerweise geht man hier zu einem Integral iiber, wenn W kontinuierlich variiert. Falls
aber die Energie diskret verteilt ist (Bsp. harmonischer Oszillator), dann ist W,, = (n + s) W/,
und wenn man summiert, ergibt sich:

(n+s)W’'

i (n+s)W'e™ &7

e (n+s)W/'
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= _nw’ x _nw’
Zone ET Zone kT 1

_ ! n= ! n= _

o W 0 n W/’ +SW ’ o aw! W
> e kT e kT erT — 1
n=0 n=0

w!
exT — 1

Durch den Vergleich mit den gemessenen Werten sah Planck, dass W' proportional zur Fre-
quenz sein musste:

W' =hf,

wobei h aus Messungen zu bestimmen war. Wenn iibrigens W’ in (7) gegen Null geht, ergibt
sich mit der Hospital’schen Regel:

_ w’
W'—0 W=0\ gz7 — 1
d

AU
W'—0 d%ﬂ ohT 1)
li !

= m 7
W’—0 ﬁ kT

= kT.

In Abbildung 3 sind die nach Planck berechneten spektralen Verteilungen der Ausstrahlung
von schwarzen Korpern verschiedener Temperaturen aufgezeichnet.

4510
2000 K
4t
3.5F
= 3
(%]
NE 2.5F
2, Abbildung 3: Intensitétsverlauf der
Eg| Strahlung eines schwarzen Korpers in
' Funktion der Wellenléinge fiir verschie-
1 dene Temperaturen. Die nach Planck
0.5} berechneten Werte stimmen sehr gut
0 ‘ ‘ mit den von Lummer und Pringsheim
0 1 2 3 4 5 6 .. .
2 [m] 10 gemessenen iiberein.

Aus der Planck’schen Formel konnen die Gesetze von Stefan und Boltzmann und das Wien’sche
Verschiebungsgesetz, die damals léngst als empirische Gesetze bekannt waren, hergeleitet wer-
den:

Gesetz von Stefan-Boltzmann:

2 k4 75
T = 4
U=o 15¢2 B3
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Wien’sches Verschiebungsgesetz:

Amax T =2.9-103 mK .

2.2 Spektrallinien | (Serienformeln)

Nach der spektralen Verteilung der Intensitdt blieben noch die einzelnen scharfen Spektral-
linien zu erklédren. Frauenhofer hatte um 1815 dunkle Linien im kontinuierlichen Spektrum
der Sonne entdeckt und 1860 stellten Kirchhoff und Bunsen ihre Elementbestimmung durch
Spektralanalyse vor. Man wusste somit, dass die Spektrallinien sozusagen Fingerabdriicke der
Elemente, bzw. der Atome waren. Gegen Ende des Jahrhunderts zeigte Zeeman, dass die Auf-
spaltung von Spektrallinien durch Magnetfelder beeinflusst werden. Dies war der endgiiltige
Beweis, dass Licht eine elektromagnetische Welle ist und durch die Erkldrung von Lorentz
vermutete man auch schon, dass das Elektron als Sender eine entscheidende Rolle spiele. Nur
eine Erkldarung fiir das Auftreten dieser Linien war nicht bekannt.

Auf der Suche nach Erkldrungen ist die Entdeckung von Balmer wichtig, der 1884 fand, dass
die sichtbaren Spektrallinien des Wasserstoffs folgender Bedingung geniigen:

n2

n?2 —4’

A = 36456107 m - n=34,5,...

Rydberg fand eine Erweiterung, welche begrenzt auch fiir die Spektren anderer Atome (vor
allem Alkaliatome) gilt:

1 R
S L
A (n+ a)?

A und « sind empirische Konstanten, die von Atom zu Atom verschieden sind. R ist eine
universelle Konstante: R = 1.097 - 107 m~!. Die Balmer’sche Serienformel ist ein Spezialfall
der Rydberg’schen Serienformel mit a = 0 und mit A = R/4.

Ritz fand empirisch ein weiteres Kombinationsprinzip:

1 R R

XN (m+p? (nta)3’ (8)

n und m sind ganze Zahlen. o und (8 sind empirische Konstanten, die von Atom zu Atom
verschieden sind. Die Balmer’sche Serienformel ist wiederum ein Spezialfall mit « = 3 = 0 und
m = 2.

Zu Beginn des letzten Jahrhunderts wartete man auf eine Atomtheorie, welche insbesondere
die Spektrallinien und die empirischen Kombinationsprinzipien erkldrte. Spektren und ihre
Erkldrung spielen in der Atomphysik eine zentrale Rolle. In Anhang D findet man einen kurzen
Uberblick iiber Messmethoden von Spektren.
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2.3 Der Photoeffekt

Bestrahlt man Metallplatten mit Licht, kénnen Elektronen austreten. Nach dem Wellenbild
fiir Licht und fiir elektromagnetische Wellen geht dieser Prozess wie folgt vor sich:

e Die Kraft auf ein Elektron im Metall ist proportional zu e E. Die Amplitude von ‘E ‘ ist
gegeben durch die Intensitéit des einfallenden Lichts. Die kinetische Energie der abgelGsten
Elektronen sollte mit der Intensitét steigen.

e Strahlung beliebiger Frequenz sollte Elektronen aus dem Metall 16sen kénnen, sofern die
Intensitédt geniigend gross ist.

e Man erwartet einen Verzogerungseffekt, da der Wechselwirkungsquerschnitt sicher be-
grenzt ist und es eine endliche Zeit braucht, um aus einer finiten Leistung die Ablosearbeit
aufzubringen.

Beispiel:

Abschétzung einer moglichen Verzogerungszeit.

Ablosearbeit sei 2 eV = 3.4- 1071 Ws.

Intensitit Strahlung: 0.08 Wm~2 (40 W Lampe in 6.3 m Abstand)
Wirkungsquerschnitt: 4 - 10729 m?

B 3.4-10719 Ws
T 0.08Wm2-4-10"20m

At 5 ~100s.

Entgegen dieser Abschétzung stellt man beim Photoeffekt keine Verzogerungszeit fest. Licht
mit zu geringer Frequenz kann zudem unabhéngig von der Intensitét, keine Elektronen ablésen.
FEinstein stellte zur Losung dieser Diskrepanzen dem Wellenbild des Lichtes ein Teilchenbild
zur Seite. Seine Hypothese:

e Es gibt Photonen mit der Energie W (f) = h f.

e Die Frequenz bestimmt die Energie der einzelnen Photonen wihrend die Intensitét der
Strahlung durch die Anzahl Photonen und deren Energie gegeben ist.

e Elektronen treten mit einzelnen Photonen in Wechselwirkung.

Fiir einen Wechselwirkungsprozess lédsst sich dann folgender Energiesatz schreiben:

hf:m+Wa+Ekin,e)

wobei:
h . Planck’sche Konstante
f . Frequenz einfallende Strahlung
Wi : Jonisierungsarbeit
Wa :  Ablosearbeit
Eyine : Kinetische Energie Elektron

Sorgfiltige Messungen von Millikan bestétigten alle Ergebnisse nach der Einstein’schen Theo-
rie. Wichtig und schwierig ist es, fiir eine gegebene Frequenz f die maximale kinetische Energie
der Elektronen zu bestimmen. Millikan benutzte dazu die in Abbildung 4 schematisch darge-
stellte Anordnung,.
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hf

— Abbildung 4: Schematischer Versuchsaufbau zur Messung der
I maximalen kinetischen Energie von Elektronen, die durch den
dusseren Photoeffekt aus der Kathode K ausgelost werden. Die
Elektronen miissen gegen das Bremsspannung U anlaufen, um
die Anode zu erreichen. Bei der Grenzspannung U = U, sinkt der
Strom I auf 0. Dann gilt: Eyip, max = € Us.

©

+
|-

Ablosearbeit W, fiir verschiedene Metalle (bei Metallen ist W; = 0):

Silber 4.7 eV Casium 1.95 eV
Zink 4.3 eV Casiumfilm auf Wolfram 0.001 eV

2.4 Comptoneffekt und Paarerzeugung

Der Comptoneffekt beschreibt die Wechselwirkung zwischen energiereichen Photonen (ab
Rontgenstrahlung mit etwa A < 1072 m) und quasifreien Elektronen. Das Photon iibertrigt
dabei nur einen Teil seiner Energie und seines Impulses auf das Elektron.

Es geht um einen Stossprozess, wobei relativistisch gerechnet werden muss:

Grosse Elektron Photon
Totale Energie We =/m2ct+p2c? W=hf=cp
Ruheenergie Woe = me 2 Wy,=0
v hf
Impuls Pe = M - p=—L
1-% ¢

Abbildung 5: Schematische Darstellung zum Comptonef-
fekt. Ein von links einfallendes Photon stdsst auf ein ruhen-
des, freies Elektron.

Damit lauten Energie- und Impulssatz:

hf+mec® = hf +\/m2ct+p2c?

. hf .
Pe SINY = sin §
c
hf hf
Pe COSp = —— — —— COsd
c c
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Daraus folgt, wie in Anhang C ausgerechnet wird:

A=) —-\= (1 —cosd)
Me €
h
o= Ao =243-1072m, (Ac : Comptonwellenlidnge) .
e

Paarerzeugung: (Prozess nur bei sehr hohen Energien der Photonen wichtig!)

e+
hf Abbildung 6: Schematische Darstellung zur Paarerzeugung.
Der Stosspartner, der einen Teil des Impulses aufnehmen muss,
e ist nicht eingezeichnet.

Ein Photon (h f > 2me c?) erzeugt ein Elektron-Positronpaar. Wegen der Impulserhaltung ist
der Prozess nicht ohne Stosspartner moglich. Der Energiesatz lautet:

hf=2mec®+ Eyne -

Bei Energien, die wesentlich kleiner als 1 MeV sind, iiberwiegt der Photoeffekt, bei Energi-
en zwischen etwa 1 MeV und 2 MeV der Comptoneffekt und bei noch wesentlich griosseren
Energien schliesslich die Paarerzeugung.
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3 Das Elektron

Fiir die Entdeckung des Elektrons wird meist das Jahr 1897 angegeben. Thomson schloss
aufgrund seiner Versuche mit Kathodenstrahlen:

e Atome sind nicht unteilbar, da elektrisch geladene Partikel weggerissen werden kénnen.

e Alle negativen Partikel haben die gleiche Masse und die gleiche el. Ladung, unabhéngig
von der Atomsorte des Gases oder der Kathode.

e Die Masse der negativen Partikel ist rund 800 mal kleiner, als jene von Wasserstoffatomen.

Im gleichen Jahr 1897 schitzte auch Zeeman aufgrund der Beobachtung der Aufspaltung von
Spektrallinien im Magnetfeld ab, dass die Lichtemission in engem Zusammenhang mit negati-
ven Ladungen im Atom stehen miisse und schétzte das Verhéltnis der Elektronen- zur Wasser-
stoffatommasse zu 1:1000 ab. Millikan bestimmte um 1910 mit seinem Oltrépfchenversuch die
Ladung und damit auch die Masse des Elektrons. Hier sollen zwei Versuche mit Elektronen,
welche anfangs unseres Jahrhunderts durchgefithrt wurden, der Stossversuch von Franck und
Hertz und der Streuversuch von Davisson und Germer, kurz diskutiert werden.

3.1 Stossversuch von Franck und Hertz (1919)

Das urspriingliche Ziel der beiden Physiker war es, lonisierungsenergien fiir verschiedene Atome
zu messen um einen vermuteten Zusammenhang zwischen Ionisationsenergie und Atomradius
zu untersuchen. In Abbildung 7 ist die Versuchsanordnung dargestellt.

Hg

K G (A

Abbildung 7: Anordnung fiir den Versuch von Franck und Hertz. Die Rohre ist mit Hg-Dampf
gefiillt. K = Kathode, A = Anode, G = Gitter, U = variable Beschleunigungsspannung, U, =
Gegenspannung (ca. 0.5 V).

Die Idee des Versuchs war:

e Bei der Ionisation machen die Elektronen inelastische Stosse und verlieren Energie.

e Falls ein Elektron einen inelastischen Stoss macht, hat es nicht mehr gentigend Energie,
um gegen das Bremspotential zwischen Gitter und Anode anzulaufen.
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Beim Versuch mit Quecksilberdampf erfolgten inelastische Stosse bei 4.9 eV (Abbildung 8), was
iiberraschend wenig fiir die Ionisierungsenergie wire. Franck und Hertz bemerkten, dass 4.9 eV
der Photonenenergie einer intensiven Spektrallinie im Hg-Spektrum entsprach (253.6 nm; UV).
Sie schlossen richtig, dass die entsprechenden Stosse das Atom nicht ionisieren, sondern in einen
angeregten Zustand heben, von dem es zuriickfillt, indem es ein Photon emittiert.

T
|
|
|

Stromstéarke

Beschleunigungsspannung U [V]

Abbildung 8: Strom-Spannungskurve zum Elektronenstossversuch von Franck und Hertz. Die
Rohre ist mit Quecksilberdampf gefiillt.

3.2 Streuversuch von Davisson und Germer (1927)
Nachdem nach 1913 die Teilchenhypothese des Lichts bestétigt war, stellte sich die Frage, ob

kleine Teilchen nicht auch Welleneigenschaften haben. De Broglie stellte 1924 die Hypothese
auf, dass fiir freie Materieteilchen, analog zu den Photonen, eine Beziehung zwischen Impuls

und Wellenlénge bestehe:
W =hf=mec®+ Eyy = \/2p2 + mict
2 -2 2 2 2 4 2 2
c“ps = (mec —i—Ekin) —mic” =2mec” Exin + By

h h
[ _ - '
De \/2 Me Ekin + % \/m 1 —+ 2%:102

A:

Fiir gewisse Energiebereiche konnen wir Niherungslosungen verwenden:

Langsame Elektronen, Fii, < me c2:

h h

V2me - Exn Mo

— )\:

Schnelle Elektronen, Ei, >> me ¢*:

B he
Eyin

N A
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Davisson und Germer haben 1927 zufillig Beu-
gungserscheinungen an einem Ni-Einkristall ge-
messen. Sie haben sehr langsame Elektronen
von 54 eV senkrecht auf eine Ni-Oberfliche
geschossen und unter einem Streuwinkel (zur
Einfallsrichtung gemessen) von 50° ein Maxi-
mum beobachtet. Fiir die sehr langsamen Elek-
tronen kann man annehmen, dass sie an der
obersten Netzebene wie von einem Oberflichen-
gitter reflektiert werden. Diese Versuchsanord-
nung ist sehr speziell und wird in den Ubungen
noch behandelt. Meist verwendet man schnel-
lere Elektronen, die in den Festkorper eindrin-
gen und an tieferen Netzebenen reflektiert wer-
den. Verstirkung durch Interferenz tritt dann
auf, wenn Wellen, die von zwei benachbarten
Netzebenen reflektiert werden, einen Gangun-
terschied von einem ganzzahligen Vielfachen
der Wellenléinge aufweisen (Abbildung 9).

¢

- ------¢-N-"-X---/--0------0-

Abbildung 9: Braggsche Reflexionsbe-
dingung. Die in der Skizze horizontal an-
geordneten Netzebenen sind durch Linien
dargestellt. Fiir eine Verstidrkung gilt fol-
gende Bedingung: A = 2d sin .
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4 Klassische Atommodelle

4.1 Das Rutherford-Experiment

Eine grobe Abschétzung der atomaren Dimensionen zeigt, dass Atome einen Durchmesser
von etwa 3 - 1070 m aufweisen. Rutherford untersuchte 1906 — 1913 die Streuung von hoch-
energetischen (5 MeV) a-Teilchen (Heliumkerne, gHeH) an diinnen Goldfolien. Aufgrund der
Beobachtungen von praktisch keiner Streuung bei den meisten Teilchen, aber sehr grossen
Streuwinkeln (¢ > 90°) bei einzelnen Teilchen (ca. 1:3000), schloss Rutherford richtig, dass
es sich um Einfachstreuung handeln musste. Die positiv geladenen Streuzentren mussten ent-
sprechend viel kleiner sein als die Atome, denn bei einer kontinuierlichen Ladungsverteilung
iiber den Atomdurchmesser wiirde man — als Resultat sehr vieler kleiner Ablenkungen — eine
Gaussverteilung der gestreuten Teilchen erwarten. Rutherford und Mitarbeiter postulierten:

e Das Atom hat einen positiv geladenen schweren Kern, dessen Abmessung klein im Ver-
gleich zum Atom ist.

e Die vergleichsweise leichten Elektronen fliegen in einer Art Planetenbahn um den Kern.

Bei Einfachstreuung von a-Teilchen *He?* im Feld von ruhenden positiven Punktladungen
erwartet man Streuung nach folgender Formel:

do o (2eZe 1 >
dQ B dmeo 4 Ekina sin’ g ’

wobei:
d—a(ﬁ) = Differentieller Wirkungsquerschnitt (Verhéltnis der Anzahl Teilchen, die in
d<2 das Raumwinkelelement d2(9) = 27 sin? dd pro Zeit, pro Streuzentrum
und pro Raumwinkeleinheit gestreut werden, zum einfallenden Fluss von
Teilchen),
Y = Ablenkwinkel,
Z = Kernladungszahl der Atome im Streumedium.

Marsden und Geiger fanden bei der Streuung von 5 MeV- a-Teilchen an einer diinnen Goldfolie,
Abweichung von obiger Formel erst ab Streuwinkel ¥ > 150°. Abweichungen vom abstossen-
den Coulombpotential werden interpretiert als Einfluss des anziehenden Kernpotentials. Somit
kann, durch Kenntnis der Geometrie der Streubahn, eine Abschéitzung der Kerndimension an-
gegeben werden. Die grosstmogliche Anndherung eines 5 MeV-a-Teilchens an einen Gold-Kern
(Z =79, A = 197), betréigt bei zentralem Stoss rund 4 - 10~'* m. Der Kernradius R, an
dessen Rand andere als elektrostatische Krifte auftreten, muss also kleiner sein. Experimente
ergeben

R=rg A3,

wobei g = (1.3 £ 0.1) - 107 m und A die Massenzahl des Kerns. Beispiele:

R (13C) = 3.0-107%m
R(1%Au) = 76-107%m
R(%Pb) = 771075 m

Der Kernradius ist also fast 5 Grossenordnungen kleiner als der Atomdurchmesser.
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4.2 Atommodell von Bohr

Bohr ibernimmt das Planetenmodell von Rutherford, macht aber folgende Einschrénkungen:

e Der schwere Kern sei in Ruhe,
e Elektronenbahnen seien Kreisbahnen,

e die nichtrelativistische Ndherung sei erlaubt.

Wir erhalten dann folgenden Zusammenhang zwischen der Geschwindigkeit des Elektrons und
dem Radius der Kreisbahn:

Me v 9 7 e?
=MeTw” = —— .
r dmegr

Das Modell gerdt in Schwierigkeiten mit der Elektrodynamik. Kreisende Elektronen sollten
elektromagnetische Strahlung emittieren und dabei kontinuierlich den Bahnradius verkleinern.
Das Modell kommt somit nicht ohne weitere Hypothesen aus. Bohr postulierte:

e Elektronen im Atom befinden sich nur auf genau festgelegten Umlaufbahnen, die be-
stimmten, diskret verteilten Werten des Drehimpulses entsprechen.

e Elektronen, die sich auf diesen stationdren Umlaufbahnen bewegen, strahlen keine Ener-
gie aus. Thr allgemeiner Energiezustand bleibt unveréndert.

e Beim Ubergang eines Elektrons von einer entfernteren in eine kernnéhere Bahn, verliert
das Atom ein Energiequant in Form elektromagnetischer Strahlung: h f = F1 — Fjs.

Als Quant des Drehimpulses bot sich das Planck’sche Wirkungsquant an, das die Dimension
eines Drehimpulses hat:

h
m:nﬂ:nh, n=1,23,...
Damit wird:

mevr:mewr2 =nh

o n2h? Z e?
MeT W™ = 3 = 5 -
Me T dmegr

Die Berechnung von r ergibt:

n?2 h2dre, n?
T'n = — = — Qo
7 mee? Z 77

wobei a, der Bohr’sche Radius ist,

4mesh?
o = ————

=0.529-10"0m .

Me €2
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Potentielle und kinetische Energie:

Z e?
E e e
pot dmesry
Me V2 Me 7‘% w? 1 Ze?
Exin = = = —-——.
2 2 24meqry,
Totale Energie:
En = Epot + Ekin
B 1 Zeé?
24 Tmeomy,
Mit r,, eingesetzt ergibt dies:
1 mee*Z2 1
E, = ——— — 9
" 2 (4meyh)? n? ©)
Z2
— Er
R n2’
wobei
1 4
Er=—>—% _~ _13.6057 eV
2 (4meoh)

die sog. Rydberg-Energie ist. Man erhilt somit fiir die Energien im Wasserstoffatom (Z = 1)
diskrete Werte (Abbildung 10).

0 ——F — . _4 Abbildung 10: Diskretes Energie-

_of e spektrum der Elektronen im Was-
Paschen K . .

serstoffatom. Die Energie unendlich

—4r Balmer weit weg vom Kern wird als Bezug
(E = 0) gewihlt. Eingetragen sind
die Lymann-Serie (UV, Emission
und Absorption), die Balmer-Serie
(sichtbarer Bereich, nur Emission)
-107 und die Paschen-Serie (IR, nur
Emission). Bei Zimmertemperatur
sind die Zustande n > 2 nach der
Boltzmann-Verteilung unbesetzt —
keine Absorption mdoglich.

Energie [eV]
&

—12}

_14f

Lymann

1 1
2
j )
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1 Egp ( 11
A he n? nf
1 1
>\ 02w
wobei
Er 7.—1

Ry = v 1.0973731534 - 10" m

c

der theoretisch berechnete Wert der sog. Rydberg-Konstante ist. Dies ist die Ritz’sche
Serienformel (8) mit o = 8 = 0, aber nun mit einer physikalischen Erkldrung.

Der Vergleich mit Spektrallinien anderer Einelektronenatome (D, He™, Li*™") zeigt, dass man
die endliche Masse des Kerns beriicksichtigen muss. Statt die Elektronenmasse m, muss man,
um genau zu rechnen, die reduzierte Masse verwenden:

Meeq = Me MKern

e meTLMKern

Ry = 2redp  — 1006775830107 m—t
Me

wobei Ry die (spektroskopisch bestimmbare) Rydberg-Konstante ist. Damit kénnen Isotope
spektroskopisch unterschieden werden. Die Korrektur wird fiir steigende Kernmassen kleiner.
Unterschiede zwischen der Ly—a Linie des H-Atoms und des Deuteriums, D = ?H, kénnen
aber mit guter Genauigkeit gemessen werden.

4.3 Sommerfelds Erweiterung des Atommodells von Bohr

Alkaliatome sind eine Art Ndherung fiir Einelektronenatome, da ein einzelnes Elektron den von
einer Elektronenwolke abgeschirmten Kern umkreist. Nach Bohr miisste auch hier die Energie
auf einem Niveau nur von der Hauptquantenzahl n abhangen. Das Spektrum der Alkaliatome
zeigt aber, dass Energieniveaus fiir n grosser als 1 in mehrere Niveaus aufgespalten sind. Auch
beim Wasserstoffatom selbst gibt es eine feine Aufspaltung (Feinstruktur). Sommerfeld hat eine
Erweiterung der Bohr’schen Theorie vorgenommen, indem er neben Kreis- auch Ellipsenbahnen
zuliess und relativistische Effekte mitberiicksichtigte. Die prinzipiellen Ideen sind:

e Neben Kreis- werden auch Ellipsenbahnen zugelassen, aber der Bahndrehimpuls muss
immer n h sein.

e Die Hauptquantenzahl n bestimmt im wesentlichen die Energie und die grosse Halbachse
der Ellipse. Grosse Halbachse = n? Ry.

e Die kleine Halbachse ist auch ein ganzzahliges Vielfaches von Ry, ndmlich: b = kn Ry,
k=1,2,3,...,n.

e Der Bahndrehimpuls wird durch die kleine Halbachse bestimmt. Damit besteht kein
eindeutiger Zusammenhang zwischen Energieniveau und Drehimpuls mehr, wie bei Bohr.
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e Die Feinstruktur (Aufspaltung der Energieniveaus fiir gegebenes n) kann prinzipiell durch
relativistische Effekte erklart werden (relativistische Masse im Perihel grosser als im
Aphel).

e Bei den entsprechenden quantitativen Abschitzungen, welche hier nicht gemacht werden,
tritt die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante « auf:
Geschw. des Elektrons auf 1. Bohr’scher Bahn e? 1
o= = R~

c T dme he 137
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5 Quantenmechanische Behandlung des Wasserstoffatoms

5.1 Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

Wir behandeln zunéchst die Schrodingergleichung fiir ein Elektron, das sich im Coulombfeld
einer ruhenden Punktladung, welche sich im Koordinatenursprung befindet, bewegt.

Die zeitabhéngige Schrodingergleichung wird in der Vorlesung Quantentheorie hergeleitet. Sie
lautet allgemein:

L 0 h?
171&\1!(:6,25) e

A+V(T0)| (& 1) (11)

H

U (Z,t) ist die Wellenfunktion, deren Bedeutung spéter klar wird; der Ausdruck in der eckigen
Klammer ist der Hamiltonoperator H.

Das Wasserstoffatom im Gleichgewicht 1lisst sich mit Riicksicht auf ein zeitunabhéngiges Po-
tential beschreiben. Wir setzen deshalb V' (Z,¢) = V (&) und versuchen den Separationsansatz

U (7, t) = (&) (t) in (11):

1 L w@e) = |- A+ V@] v@ e
! ot A B 2me ! i
2
no@ ) = o) eAwf)w(f)w(f)]
ih de(t) 1 h?

o0 At Ml_mw(@w(wwl'

Der Term auf der linken Seite des Gleichheitszeichens héngt nur von ¢ ab, der Term auf der
rechten Seite hingegen nur von #. Folglich muss der gemeinsame Wert der beiden Terme un-
abhéngig sowohl von ¢ als auch von #, also eine Konstante sein. Es ergeben sich anschliessend
keine Widerspriiche zu den physikalischen Experimenten, wenn diese Konstante als die Energie
des Elektrons aufgefasst wird:

ihdﬁit) = Eopt)
2
o AG(E) V@@ = BV

Aus der ersten dieser beiden Eigenwertgleichungen folgt bis auf einen Faktor eindeutig
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Anschliessend untersuchen wir die zweite Eigenwertgleichung. Sie heisst zeitunabhéngige Schridin-
gergleichung und lautet umgeformt:

Ay (@) + 25 [Bu =V (@] (7) =0, (12)

wobei ¥, (Z) die gesuchte Eigenfunktion zum gesuchten Energie-Eigenwert E), ist.
Da das Coulombfeld kugelsymmetrisch ist, verwenden wir Kugelkoordinaten:

r = Abstand von Koordinatenursprung,
¥ = Winkel zwischen z-Achse und 7,

¢ = Winkel zwischen z-Achse und Projektionsgeraden von 7 auf xy-Ebene;
x r sin1d cos ¢,

y = rsindsing,

z = rcos?.

Der Laplaceoperator A lautet in Kugelkoordinaten:

Ao L) L D0y 10
2o \" or 2 sind 99\ 99 r2 sin? 9 Op?

Da das Coulombpotential, wie auch jedes andere Zentralpotential, nur von r abhéngt, versuchen
wir wieder einen Separationsansatz und setzen

P(r,d,0) =R(r)O )@ (p) .

Mit diesem Ansatz und mit dem Laplace-Operator in Kugelkoordinaten lautet die zeitun-
abhéngige Schrodingergleichung (12):

00 d (pdly, RO A, 40) _ro_ds
r2 dr dr r2 sind dv dv r2 sin? ) dp?
2
+%[En—V(r)]Req>:o.
2 oin2

Multiplikation mit % ergibt:

1 d%® sin?9 d ( 2dR> sind d ( d@)

- = - — (=) - — [ sind —

® dp? R dr dr 0 dv dv

2me o .
- h—T;L r? sin? 9 [E, — V(r)] . (13)
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Linke und rechte Seite der Gleichung miissen gleich einer Konstante sein, da ja die Variable ¢
auf der linken Seite und die Variablen r und ¢ auf der rechten Seite unabhingig voneinander
variiert werden konnen. Die Konstante bezeichnen wir zunsichst willkiirlich mit —my;?:

= _mZZq) (14)

Nun wird Gleichung (13) durch sin? dividiert:

2
li(r2dR>+ ! i(sil(n?@)—|—2me7"2[En—V(7")]: -ml

Rdr\ dr/)  ©sind dd dv h? sin? o

1 d/,dR\  2me , my? 1 d ( d®>

- — —_— E,—-V = — — — ¥ — 15

R dr <T dr> + K2 r ()] sin29¥ O sind d¢ Sl dd (15)
nur von r abhéngig nur von ¥ abhéngig

Wir machen nun die analogen Uberlegungen wie bei Gleichung (13). Die linke Seite von (15)
ist nur von r, die rechte Seite nur von 9 abhingig. Damit miissen beide Seiten gleich einer
Konstante sein. Wir bezeichnen die Konstante zunéchst willkiirlich mit [ (I + 1).

Rechte Seite von (15) multipliziert mit O:

1(1+1)6© (16)

o i(sinﬁ@) mf@_
sind dv dv sin?9

R
Linke Seite von (15) multipliziert mit —:
T

L (adn

adr ?"E)%—%[En—V(r)}R:l(lJrl)E (17)

h2 r2

5.2 Losungen der Eigenwertgleichung

Es geht nun darum, die 3 separierten Gleichungen (14), (16) und (17) zu lésen.

5.2.1 Azimutalgleichung (14)

Allgemeine Losung:

O = Ael"™¥ 4 Belmuy
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Die Losungen sollen eine Wahrscheinlichkeitsdichte ®* ® (Abschnitt 5.4) haben, die unabhéngig
vom Winkel ¢ ist:

P =Aetimue

Damit die Losungen fiir alle ¢ eindeutig sind, muss gelten
(o) =P(pE2m)=P(p+dm)=...,

also
lmy| =0,1,2,3,...

Die Normierung verlangt zudem

27
[ @ew)de=1,
0
also
1
A= —
vVam
und damit
) (go):ieimw’ mp =0, +1, +2, ...
my \/ﬂ ’ ’ ’ )

5.2.2 Polargleichung (16)

4 (e )
sing do "M qw

11+1)— 4 1@:0.

Losung;:

2l+1 (l—ml)' m
®l,mz (19) = \/ 9 (l + ml)! Pl : (00819) s

wobei P,""(cos ) zugeordnete Legendre-Polynome und wie folgt definiert sind:

(1 — cos?¥) £l dt+m (cos? 9 — 1)l
2t d (cos 9)' ™

P (cos?) =
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Die Ableitung im Legendre-Polynom zeigt, dass m; < [ sein muss, damit das Polynom nicht
verschwindet.

Beispiel:
l my @lyml (19)
0 0 i
V2
1 0 @ cos
2
1 +1 $? sin ¢
V10
2 0 - (3 cos® ) — 1)
2 +1 :F@ sin?d cos ¥
2 +2 @ sin? ¢
5.2.3 Radialgleichung (17)
1 d/,dR\ 2me e? 1(1+1)n?
- — — — |E — R=0. 18
r2 dr (T d7">+ K2 n+47r60r 2 M 12 (18)

Hier wurde fiir V(r) das Coulombpotential einer Punktladung eingesetzt. Wir l6sen die Dif-
ferentialgleichung in dimensionsloser Form. Man schreibt Langen in Einheiten des Bohr’schen
Radius: 7/ = r/a, (ao = 0.529-1071% m) und die Energie E,, in Einheiten der Rydbergenergie:
E' = E,/Er (Er = 13.6 eV). Auch die Losung der dimensionslosen Gleichung ist aufwen-
dig und soll hier nicht durchgefiihrt werden. Physikalisch sinnvolle Losungen bestehen aus
einem Produkt einer Normierungskonstanten, einem Term 7, einem (zugeordneten) Laguerre-
Polynom mit dem Argument 7’/ (und vom Grad n — [ — 1) und einer Exponentialfunktion
e~Z7/"_ Die normierte Losung der Radialgleichung lautet

2+l [ —1—1) /1 3 . r\! 2141 [ 21
Bni() = =\ T <a_) ©n <W) L”“(nao> ’

Liljil(f; ) ein zugeordnetes Laguerre-Polynom ist,?
(o)

wobei

s (20 " (CDF ()
anl(—)— > (n—1—1—-k)!QI+1+k)k"

n agq k=0

?In der Literatur gibt es unterschiedliche Definitionen fiir die Laguerre-Polynome und die zugeordneten
Laguerre-Polynome. Wir berticksichtigen hier die Definitionen aus Arfken,Weber (2005). Sie lauten:

Laguerre-Polynom: Ln(z) = Z—T, dd:n (x” e_z) ,
zugeordnetes Laguerre-Polynom: L7'(z) = (—1)™ ddx—":,,, Lyim(z) .
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Dan —1—1 > 0 sein muss, dass das Polynom existiert, muss gelten:

n = 1,23, ...
[l = 0,1,....,n—1.

Beispiel:
n=11=0:
R = 2 O (LN e (2 o(2r) _ .
1’074_12 l!aoeo Na, )’ Na, )
1\?2 -
()
ao
n=2,1=0
21 /11 /12 T T r
raot) = Gy (o) (). i) =2

5.3 Die Energieeigenwerte

Die Radialgleichung ist eine Eigenwertgleichung. Sie ergibt nur fiir bestimmte Werte von E,,
Losungen. Die Bedingung fiir F,, lautet:

1 me e
n? 2(4me,h)?

n —

Dies ist genau die gleiche Bedingung, wie beim Bohr’schen Atommodell. Die Energieeigenwerte
E,, hingen nur von n und nicht von ! und von my; ab. Fiir jedes n gibt es n? verschiedene
(verschieden in [ und m;) Wellenfunktionen v (r, ), ). Das System ist n?-fach entartet.

5.4 Wellenfunktion und Aufenthaltswahrscheinlichkeit

Die Wellenfunktionen v (7,9, ¢) = R(r) © () ® (¢) sind in der Tabelle auf Seite 30 fiir n = 1
bis n = 3 zusammengestellt.

Fiir einen stationdren Zustand ist die ortliche Aufenthaltswahrscheinlichkeitdichte zeitun-
abhéngig und proportional zum Quadrat des Betrages der Wellenfunktion:

P(r,d,0) ~ »(r9,0) v(r9,0) = [b(r,9,¢)* .



P(p) O (V) R(r) P(r,9,0) = 2(p) O (V) R(r)
1 1 Z\? _zr 1 /Z\> _zr
E |h ()5
27 2 Qo \/7_1— Qo
1 1 1 /Z\3 Zr\ _zr 1 [Z\> Zr\ _zr
- - - - 2__ e 2ap - 2_ e 2ap
™ (07 (079 T \ Qo Ao
V2 V2 22 4+/2
1 NG 1 (Z\3 Zr _zr 1 [ZN\>Zr _z»
—_— — cos ¥ — — e 2a0 — ] —e 2a0 cos¥
V2T 2 246 \ao Qo 421 \ao Qo
3 3
L oo :Fﬁsim? 1 (g)Q 27 A + : (Z)Q 27 5 singeti ¢
oX: 2 26 \ao Qo 8/ \ao Go
3 3
1 1 2 Z\2 A Z2r%\ _zr 1 Z Z Z2r%\ _zr
— — —<—) 27—18—T+2 e 3ao <—> 27—18—T+2 e Fag
V2w Qo 2 V371 \ae ao a?
2 2 81+/3 81+/3
3 3
L @ COS’& i <£> 2 (6 ) e_SZa:) \/5 (£>2 (6 _ ﬁ) QG_BZ(J} COS'lg
V2T 2 81v6 \ao 81ﬁ Qo Qo Qo
3
1 . 3 4 7\ 2 _Zr A Zr _zr :
I O Oy pa
27 2 816 \ao a ao /) Qo
3 3
1 V10 5 4 (Z>§<Zr)2 _zr 1 (Z)E( 7")2 _zr 5
— — (3 cos“9—1 — — ] e 3ao — — ) e Ba0 (3 cos“d—1
V2T 4 ( ) 81v30 \ao () 81v6m \ao Ao ( )
3
1 : V15 4 Z\2 (Z7r\? _zr 1 Z
e | x sin ¥ cos 9 ()2 <r) e 3ao (> < ) e Fag sind cosde™! ¥
\/271' 2 81 \/30 () Ao a
3 2 2
1 JEELI V15 sin2 v 4 (£>2 (ﬁ) o T 1 (é) (Q) o F gin? geti2e
oXi 4 8130 \ao ao 162 /7 \ao Go

0¢

IO YOIUIOYISIYRMSI[RYJUJN Y, PUN UOIINUNJUI[OA F'C
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Da alle Funktionen bereits normiert sind, ist die Proportionalitdtskonstante eins. Die Wahr-
scheinlichkeit, das Elektron irgendwo im Raum zu finden muss P = 1 sein. Die Wahrschein-
lichkeit, das Elektron im Abstand zwischen r und r + dr zu finden, ist P(r)dr, wobei P(r)
die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte ist. Wir erhalten sie durch Integration von P(r,v,¢)
iiber ¢ und ¢, mit Riicksicht auf das Volumenelement dV in Kugelkoordinaten, nadmlich
dV = r? sin9 dr dd de,

27 ks
P(rydr = /dgp /dﬁ [ (r, 9, @)|* 2 sind dr
0 0

= 2 |R(r))*dr.

Radialverteilung fir n = 2,1 =0

2 2
Poo(r) =2 R = L e 7 (2_i) .

0.2r ‘
0.15
£ o 1
«® }

0,05, | Abbildung 11: Radiale Aufenthaltswahr-

' ; scheinlichkeitsdichte P(r) des Elektrons

| im H-Atom im Zustand n = 2, [ = 0.

0 l ‘ Die strichlierte Linie markiert den Erwar-

0 5 10 15

v/a tungswert bei r = 6 a,.

Winkelverteilung (Polarwinkel), beliebiges r fir n =2,1 =1, m; =0

Poy (9) = O (9) = g cos? (1) .

5.5 Bemerkungen und Erganzungen

e Endliche Kernmasse: Wie beim Bohr’schen Atommodell kann man der endlichen, somit
nicht ruhenden Masse des Kernes Rechnung tragen, indem man iiberall statt der Elek-

tronenmasse me die reduzierte Masse mypeq = n’ff‘:_]\fé’;k verwendet (M}, ist die Kernmasse).
e

e Da die Zustdnde, welche zu einer gegebenen Quantenzahl n gehoren, die gleiche Energie
E,, haben, treten sie alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf. Damit ergibt sich fiir jede
Hauptquantenzahl n eine zentralsymmetrische Haufigkeitsverteilung der Elektronen.

Beispiel:
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Abbildung 12: Wahrscheinlichkeitsverteilung beziig-
lich des Polarwinkels. Der Radiusvektor ist ein Mass
fiir die Wahrscheinlichkeit. In der gew&hlten graphi-
schen Darstellung (Schnitt durch eine axialsymmetri-
sche Ebene) ist bereits beriicksichtigt, dass kleine Po-
larwinkel ¥ um den Faktor sin 1) weniger stark bertick-
sichtigt sind!

Rechteck-Potential Harmonischer Oszillator Coulomb-Potential
E ~n? E=(n+})hw B~

Abbildung 13: Vergleich der Energieniveaufolgen verschiedener Potentiale.

Die Energieeigenfunktionen des Wasserstoffatomes zur Hauptquantenzahl n = 3 sind in der Ta-
belle auf Seite 30 aufgefiihrt. Mit den Grossen

3
1 Z\? Zr AT Zr
o) = — (2} (2r-1820 42 ~ %5
1(r) 8137 (a) ( G @ )e
V2 (Z\? Zr\ Zr 2.
C. = — | = 6— — | — e 3ao
2(r) 81+/m (ao> ( ao> o ¢

1 ZN? (Zr\? 2.
Cslr) = 8167 (a_) (a_> ¢

die nur vom Radius, nicht aber von den Winkeln ¥ und ¢ abhéngig sind, lauten sie

1
¥300 = C1 P390 = NG Cy (3 cos?9 — 1)
V.10 = V2Cs cosd V30,41 = FC3 sinv cosv e ?
i 1 .
Y3141 = FCo sing e ¥ Usaxe = 5 Ch sin? 0 ot2ie

Die Summe der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten der gegebenen entarteten Zustédnde der
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Energie Es5 ist gleich

n—1 l

V3,0m, V3.0m
l l

I
o

mp=—

1 1
= C?+2C% cos®+20C3 sin219+éC§ (3 c082ﬂ71)2+2C’§ sin® ¥ cos219+2ZC§ sin® ¥

012+2022+;C’§ cos* 9 — C3 cosQﬁ+éC§+2C’§ (17C082'L9) cos219+%C§ sin® ¥
= C12+2C§—%C§cos419+C§coszﬁ—i—écg—i—%cgsin‘lﬂ

= C12—|—2022—%Cg(cos‘lﬁ—sin‘lﬁ)—i—cg 005219—1—%6'3?

= 012+2022—%Cg(cos219—sin219)+6§cos%?—i—éC%

2
= 012+2C§+§C§,

also unabhéngig von den Winkeln, d.h. zentralsymmetrisch. Dies ist im Einklang mit dem Um-
stand, dass beim freien Wasserstoffatom keine Richtung ausgezeichnet sein kann.

e Ein dusseres Feld kann die Entartung autheben. Es gibt dann kleine Energieunterschiede,
welche von den Quantenzahlen [ und m; abhédngen. Damit wird die Zentralsymmetrie
dann aufgehoben.

Wir werden dussere Felder immer in z-Richtung legen.

5.6 Erwartungswerte und Eigenwerte

A sei ein Operator. Wenn die Gleichung
AV (% t)= A,V (Z, 1)

gilt, mit passenden Konstanten A,,, dann ist diese Gleichung eine Eigenwertgleichung und die
Konstanten A, sind Eigenwerte. Ist der Operator A nicht explizit von der Zeit abhingig, dann
gilt auch

A?l)(ﬁﬁa@) = Ap @Z’(T,ﬂ, (10) )

wie beispielsweise im Falle eines zeitunabh&ngigen Hamiltonoperators H.

Fiihrt der Operator A, angewandt auf eine Wellenfunktion, nicht zu einer Eigenwertgleichung,
konnen fiir die zum Operator A gehorenden Werte nur ,,unscharfe* Erwartungswerte bestimmt
werden:

W= [ 0009 AvE )V

Raum
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Beispiel:

Erwartungswert des Abstandes des Elektrons vom Kern im Zustand n =1, [ = 0:

o
3
3

(rio) = wT,O,mz (r, 9, 9) £ Y1,0,m, (1,9, ) r? sind dpdddr

A

Doy [~

;. (9) ©0.m, (9) R?O(r) r®,, (¢) Oo.m, (¥) Ri0(r) r? sind dpdddr

—. I
L~ I':\g

© v9=0 7
27 T [e'e)
- / B2, () B () dip / O} 1y (9) Oy () sin 9 D) / Ry o(r)x Ryo(r) r dr
0 0 0
=1 =1
_ /R%&M&Mﬂﬁw.

(=)

Der Ortsoperator r fithrt in der Ortsraumdarstellung von v eine einfache Multiplikation mit r aus:

mmz/ﬁ%mRmmﬁw.
0

Mit

Rl’o(T) = e ao

ergibt sich

und mit der Bezichung [ z"e % dx = anLJrl (sofern n natiirliche Zahl und a > 0) aus dem Anhang G
0
weiter

3

<r1,0> = 5 Ao

wobei a, = 0.526 - 107 m. Der Erwartungswert ist vom wahrscheinlichsten Wert zu unterscheiden.
Fiir den wahrscheinlichsten Wert gilt

P 4 2r 2r
dP(r) = 4 (RioRio r’) = 4 (— e @ r2> = &efﬁ (ao — 1) .

0= dr dr dr

Der wahrscheinlichste Abstand des Elektrons vom Proton ist also gerade der Bohr Radius a,!
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5.7 Spektrallinien 1l (Vergleich mit Beobachtungen)

Unter Beriicksichtigung der Ritz’schen Serienformel (10) erhélt man fiir die Wellenzahlen der
Spektrallinien des H-Atoms (Z = 1) die Beziehung

1 1 1
— =R IR ,
)\j,i i (n? n?)

wobei Roo= 1.09737 - 10” m~!. Die so berechneten Spektrallinien stimmen wohl recht gut
mit den beobachteten Linien iiberein, aber bei sehr préziser Beobachtung stellt man bei allen
Spektrallinien eine Aufspaltung in mehrere eng beieinanderliegende Linien fest. Die Erklarung
dieser Aufspaltung erfordert eine Erweiterung des bisher behandelten quantenmechanischen
Systems. Eine grosse Rolle spielen dabei der Bahndrehimpuls und der Spin des Elektrons.

5.8 Der Bahndrehimpuls des Elektrons im H-Atom

Bis anhin waren die Konstanten [ und m; reine Separationskonstanten, welchen wir beim
Losen der Schrodingergleichung im Zentralfeld willkiirliche Bezeichnungen zuordneten. Dass
allerdings die Quantenzahl [ etwas mit dem Drehimpuls zu tun hat, geht schon aus der Radial-

gleichung (17) hervor, da der Term lg;i)rf

diesem Kapitel geht es darum zu zeigen, dass /I (I + 1) h Eigenwerte des Drehimpulsbetrages
und m; h Figenwerte der Komponente des Drehimpuls in z-Richtung sind.

offensichtlich einer Rotationsenergie entspricht. In

Die Definition des Drehimpulses in der klassischen Mechanik lautet
[=F7x D.

Um den quantenmechanischen Operator zu erhalten, ersetzen wir zunéchst p einfach durch den
entsprechenden Operator p = —ih V und erhalten

0

o - t %
l=Fxp=—-7xihV=—ih| y | x| 5 | - (19)

)\

0 0
L ‘”‘l(y& B a—y>

0 0
ly = —lh(Z%—xa)

0 0
lz = —lh($ay—yax>
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In Kugelkoordinaten lauten die Operatoren der einzelnen Komponenten des Drehimpuls

I, = _n (Sin(pi—FCOtﬁCOS(pi)
x i oY Oy
l, = E(coswg—kcotb“singoi)
Y i 09 Op
Lo

1 0p

Den Operator des Drehimpulsquadrates erhélt man durch:

2 = L2412+ 1,2

10 o\ 1
— %2 By il - Y
= <sim9 a9 (Smﬁ &9) T 8¢2> |

Auf die Zustandsfunktionen des H-Atoms angewandt ergibt sich

d .
L (r,0.9) =~ R O0) - (=™ ) = im b 9.0)

By(r,9,¢) = KL+ 1) 9(r,0,¢) .

Die Losung ¥ (r, 3, ) ist also eine Eigenfunktion der Energie, des Drehimpulsbetrags, und
der z-Komponente des Drehimpuls. Die Anwendung von I und 1y auf die Zustandsfunktion
fiihrt nicht zu einer Eigenwertgleichung und zu Eigenwerten. Der Erwartungswert der beiden
Drehimpulskomponenten ist zudem null. Man kennt somit von einem quantenmechanischen
Drehimpuls nur den Betrag und die Komponente in einer ausgezeichneten Richtung, n&dmlich
entlang der z-Achse.

Beispiel:
=3

‘ﬂzwﬁh:3Mh;
fiir [, = my h gibt es dann 7 verschiedene Moglichkeiten:
l,=-3h, —2h, —h, 0, A, 2h, 3% .

Man kann sich modellméssig vorstellen, dass der Bahndrehimpulsvektor [ um die 2-Achse
préizessiert. Damit ergibt sich anschaulich, dass der Erwartungswert (Zeitmittel) fiir [, und [,
gleich Null ist.
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>
>

2h

0
-h Abbildung 14: Quantenmechanisch mogliche Lagen des Dre-
V himpulsvektors. Die z-Komponente des Drehimpuls ist scharf,
wihrend die z- und y- Komponenten nicht scharf bestimmt sind,
3h das heisst der Vektor befindet sich auf dem zugehorigen Kegel-
mantel.

5.9 Zusammenfassung

Aus der Zustandsfunktion ¢, ; ., (r,9, ¢) lassen sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit und die
Erwartungswerte von Observablen eines Teilchens berechnen. Die Randbedingungen, welche
Zustandsfunktionen erfiillen miissen, definieren drei Quantenzahlen, die nur diskrete Werte
annehmen konnen. Fiir das H-Atom gilt:

M et 1

Hauptquantenzahl n=1,23,... E,=—-——"" -
o " 2(me h)? n?

Drehimpulsquantenzahl [=0,1,...,n—1 m =/I(l+1)h
Magnetische Quantenzahl my=—1,...,1 l,=m;h.

Die Drehimpulsquantenzahl [ wird mit Buchstaben, die auf die Spektroskopie zuriickgehen,
bezeichnet:

Drehimpulsquantenzahl Bezeichnung
=0 s-Orbital
=1 p-Orbital
=2 d-Orbital
=3 f-Orbital

=4 g-Orbital
: (danach alphabetisch)

5.10 Magnetisches Dipolmoment

Klassisch ist der Bahndrehimpuls eines elektrisch geladenen Teilchens mit einem Kreisstrom
und damit mit einem magnetischen Dipolmoment [i; verkniipft.
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Kreisstrom:
I —e ev ew
2nr 2wr 2T

Magnetisches Dipolmoment (|A| = Kreisfliche = 7 r2):

= —qum g (20)
wobei up das Bohr’sche Magneton ist:

=9274-107% 717!

_eh
UB = 2 e

Der Faktor g; wurde vorsichtshalber beigefiigt. Experimentelle Ergebnisse zeigen aber, dass im
Falle des Bahndrehimpulses g; = 1 ist.

Falls man das Ergebnis einfach auf die Quantentheorie iibertragen kann, so ergibt sich fiir das
magnetische Dipolmoment in Richtung z

Mz = gi 4B 7

= —agipuBmy .

Potentielle Energie in einem &usseren Magnetfeld B:

Vmagn. = _/Il ’ g . (21)
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5.10.1 Experiment von Stern und Gerlach
Das Experiment war gedacht um abzuklaren, ob es tatséchlich eine Orientierungsquantisierung
gibt. Im inhomogenen Magnetfeld werden magnetische Dipole nicht nur ausgerichtet, es wirkt
auch eine Kraft auf sie:

ﬁ = _6 Vmagn.
(7 B)

\Y
0
%
= ( @ (Nl,x B, + Hi,y By + w2 Bz) .

Es folgt, falls B, = By = 0 und 0B,/0xz = 0B./0y = 0 sowie y . konstant,

0B,
F, = i,z @ :
25mm 33 mm 35mm
<O<O<—>
Ofen | Magnet mit
1000 K | Spaltblende
1. Blende Fotoplatte

d=0,03mm

|
—=

| alttilends

Abbildung 15: Schematische Anordnung des Versuchs von Stern und Gerlach.

Beispiel:

B~01T, ‘f]f]f ~ 100 Tm~!, Temperatur des Ofens, aus dem die Silberatome entweichen: 1000 K,
Lange der Polschuhe: 35 mm, Spaltblende: 0.03 mm x 0.8 mm.

Die Ablenkung auf der Photoplatte betréigt 0.01 mm bei 8 h Belichtungszeit.

Das Experiment, das 1922 durchgefiihrt wurde, ergab 2 Maxima und galt zunéchst als Nach-
weis der Orientierungsquantelung. Aus heutiger Sicht stellen wir aber fest, dass wir bei einem
magnetischen Dipol, verursacht durch einen Bahndrehimpuls, immer 2/ 4+ 1 Maxima erwarten
wiirden, wobei [ eine ganze Zahl sein muss. Zwei Maxima deuten aber auf eine halbzahlige
»,Drehimpulsquantenzahl® hin. Damit kann das Experiment auch als eine Art Entdeckung des
Elektronenspins betrachtet werden.
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5.11 Der Spin des Elektrons und das zugehérige magnetische Moment

Das Experiment von Stern und Gerlach und weitere experimentelle Ergebnisse (anomaler
Zeeman-Effekt, Einstein-de Haas Effekt) fiihrten Uhlenbeck und Goudsmit 1925 dazu, eine
neue Quantenzahl, den Spin des Elektrons, zu postulieren. Der Spin soll eine Art Eigendre-
himpuls des Elektrons darstellen und er soll sich insbesondere wie ein Drehimpuls im Sinne
der Quantentheorie verhalten. Wir machen einen Bruch mit der bisherigen Behandlung des
Wasserstoffatoms. Wie beim Bohr’schen Atommodell miissen wir eine neue Grosse definieren.
Erst mit Hilfe der Diracgleichung und wesentlich besser noch mit der Quanten-Feldtheorie folgt
der Spin des Elektrons zwingend. Wir miissen hier entsprechend auf eine formale Behandlung
des Elektronenspins verzichten und kénnen lediglich jene Fakten zusammentragen, die fiir das
Verstindnis der Atomphysik absolut notwendig sind.

Es muss eine neue Variable, der Spin o, eingefiihrt werden, das heisst, die Zustandsfunktion
muss erweitert werden:

Uty (1,0, ) Ry i (1) Om, () P, ()
= zzZJn,l,rru,Tns (T? v, 12 U) = Rn,l(r) @l,ml (19) q)ml (QD) Xms (U) . (22)

In volliger Analogie postulieren wir, dass die Losung eine Eigenfunktion des Betrags und der
z-Komponente des Spins ist. Somit entstehen zwei neue Quantenzahlen. Der neuen Quanten-
zahl s sei ein Operator § zugeordnet, welcher, angewandt auf die erweiterte Zustandsfunktion,
folgende Eigenwerte ergibt:

S24(r,0,p,0) = s(s+1)R°Y(r,9,¢,0)

= % h2 ¢(7", 197 P, 0) (23)
sz (r, Y, p,0) = mghy(r,d,p,0)
= & Bl 1,,0) (24)

Wie bereits erwihnt, wird auf eine formale Behandlung von x (o), §2 und s, hier verzichtet.
Uns geniigen vorerst folgende zwei Tatsachen:

e Die Spinoperatoren S und s, wirken nur auf x(o) in der Zustandsfunktion des Elektrons.
e Die Anwendung der Operatoren fiihrt zu den in (23) und (24) angegebenen Eigenwerten.

Mit dem Spin des Elektrons ist auch ein magnetisches Moment verkniipft. Wir probieren den
folgenden Ansatz:

€

—

MHs = —Js

g (25)

2mMe

Experimentell, und im Rahmen der Dirac-Gleichung auch theoretisch, ergibt sich, dass g; = 2
ist. Damit erhalten wir:

e
Hsz = —Gs Sz
2me

eh
2me

= =+
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Wegen der beiden magnetischen Momenten fi; und jis tritt zwischen [ und § eine Wechselwir-
kung auf und die beiden Drehimpulsvektoren koppeln zu einem Gesamtdrehimpuls:

—

=145

Diese Wechselwirkung wirft nun offensichtlich unsere Idee tiber den Haufen, dass I nur auf o(v)
sowie ®(p) und § nur auf x(o) wirkt. Im Grunde miisste man nach einer neuen Zustandsfunkti-
on Cp1.5,m; (7,9, ¢, 0) suchen, welche die Wechselwirkung zwischen den beiden Dipolen bertick-
sichtigt. Die Operatoren des Gesamtdrehimpulses angewandt auf diese neue Zustandsfunktion
miissten dann zu folgenden Eigenwertgleichungen fithren:

j2 Cn,l,j,mj (T7 v, ®, U) = J (] + 1) h2 Cn,l,j,mj (Tv v, ®, U)
jZ Cn,l,j,mj (7’7 197 ©, U) = m] h Cn,l,j,mj (7’, 797 ®, U) .

Fiir die neuen Quantenzahlen j und m; (welche m; und my ersetzen) muss gelten:

1 1
j = l:|:§ (Wennl:OHj:qLi)

m; = _ja_j+17"'uj_17j'

Um die Wechselwirkungsenergie zwischen den beiden magnetischen Dipolen abzuschétzen,
miissen wir die neue Zustandsfunktion G jm; (r,9,¢,0) nicht kennen. Da es sich um eine
kleine Energie handelt, kann sie mit Hilfe der Stérungsrechnung, wie sie im Abschnitt 5.12
diskutiert wird, berechnet werden. Dazu muss aber dem Term [- 5 ein entsprechender Ope-
rator, welcher auf die ungestorte Zustandsfunktion wirkt, bekannt sein. Es gibt zwei einfache
Methoden, um diesen Operator zu eruieren.

Vektormodell Operatorrechnung

7 - e - - 2 -
I+5=7 j2:(1+§) =2+ +21-§

Kosinussatz im Dreieck gebildet durch die

= R und somit
Vektoren [, §und j:
. 1 /-
2 2 I.§==-(j2-12-g&
i = e ELS
+20-8 Dieser Operator angewandt auf die un-
JG+1) B2 — L(1+1) B2 4 s(s+ 1)h2 gestorte Zustandsfunktion fithrt dann zu
1ol 7 folgender Eigenwertgleichung;:
Somit erhalten wir die Eigenwerte: I St = % K2 <j (G+1)—=1(1+1)— 2) 0

- 1
z.§=§h2<j(j+1)—za+1)—g)
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5.12 Spin-Bahnkopplung

Klassische Betrachtungsweise der Wechselwirkungsenergie gemiiss Formel (21):
Vis = —Hs - B (26)

(Potentielle Energie des durch den Spin verursachten magnetischen Dipolmoments fis im vom
Bahndrehimpuls verursachten magnetischen Feld By)

Im Ruhesystem des Elektrons wére

= oI X T
B = —/—5—
2r
Ho€T X T
4dmrs
und
[ = 7xp
= —MUXT.

Somit erhalten wir

] Ho€
Blzig .
dmemr

Riicktransformation ins Ruhesystem des Atomkerns (Thomas-Faktor) ohne Herleitung:

= e N
Bl T
8memr

Mit (25) erhalten wir aus (26)
Ko e - o

sm2wrd
= ¢0r)l-5. (27)

‘/l,s =

Nun folgt der Ubergang zur Quantentheorie. Unter der Annahme, dass die Zustandsfunktion
zumindest ndherungsweise unverdandert gilt, bewirkt die Wechselwirkungsenergie einen Zusatz-
term in der Radialgleichung (18):

1 d [/ ,dRY 2me e? 1(141) h? .
— — E, — — I =0.
(T >+ K2 +47?507" 2me 12 &_ﬁ r=0
0(10—4eV)
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5.13 Stérungsrechnung und Feinstruktur

Prinzip der Stérungsrechnung: Die Energiednderung AFE ,, verursacht durch eine kleine Stérung,
ist gleich dem Erwartungswert des entsprechenden Stéroperators AH; ; auf die Zustandsfunkti-
on des ungestodrten Systems. Das ungestorte System geniige der Energieeigenwertgleichung

Hy(r,9,p,0) = E, ¥ (r,9,p,0) .
Wir nehmen die Spin-Bahn-Kopplung des Elektrons als die Storung. Mit

E' = E,+AE,
H = H+AHj,

= H+¢(r)1-§
ergibt sich

AE s = /@b(r,ﬁ,g@,a)*AHlﬁsw(r,ﬁ,gp,a)dV

2w 0o

I
—x
=
2
@
*
=
=)
*
S
>
*
S
P
2
=1
w0y
=
2
p<
=
&
>
=
Q2
=
[\
.
=
53
o
©
Q.
5
o
=

(i)

<f-§>:%h2<j(j+1)—l(l+1)—z)

und
2 mec? 4 1 e? 1
&(r) = = o) , = ———=
(&) n? 4 n”(l—l—%)(l—l—l) dmeshe 137
folgt
mec? o 1 3
AE = —— — {j(j+1)l(l+1)—
SR (R N(ESD 1

(28)

Der Wert der eckigen Klammer von (28) ist entweder [, wenn j = [ + %, oder — ({4 1), wenn

s 1
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Von der gleichen Gréssenordnung wie die - 5-Kopplung ist die relativistische Korrektur, welche

nun auch noch abgeschétzt werden muss:

Relativistischer Hamiltonoperator:

H = /p2+m2ct—mec?+V

=2
|Y

= mec2 22—|—1—mecQ—i—V
m2c

I—)‘2
= mec® =55 +1-1)+V.
mgc

(S
Reihenentwicklung mit Riicksicht auf vz +1=1+ 3z — % 2?2 +...  (falls |z] < 1), giiltig bei
nichtrelativistischen Geschwindigkeiten,
=2 =4
p 1 p
H= V—- e 29
2me * 8 m3 c? * (29)

Es geht nun darum, den Erwartungswert des Storoperators (dritter Term auf der rechten Seite

von (29)) zu berechnen:

1 pt
AL, = < 8 m? c2>
1 p*
o ) z/Jn,l,ml (’l“, 29, 90) dv

= /¢n,l,ml(7aﬁa¢)* <_8 @
VA
~——3 5 Vnim (r,9,p)dV .

- _/%vlvml(r’ﬁ’@*Sméc?

Dies ergibt (ohne Herleitung):

1 3

2 4
Me C°
ABra. === ﬁ(H; ‘m)

Damit ergibt sich fiir die vollstdndige Korrektur

AEtot = AEl,s + AEml.
— _Me c? a_4 1 _ i (30)
2 n\j+1 4n

Fiir Kernladung Z:

AEtOt = - 9 n3

%

Q

no
VR

[

|

|
N—— N[
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Die Feinstrukturaufspaltung hangt damit nicht von der Bahnquantenzahl [ sondern nur von der
Quantenzahl des totalen Drehimpulses j ab. Aus diesem Grund ist es wichtig, bei angeregten
Zustidnden die Quantenzahl des totalen Drehimpulses anzugeben. Fiir die Bezeichnung von
Niveaus eines einzelnen Elektrons ist iiblich:

Hauptquantenzahl
/ Bahnquantenzahl (s=0,p=1,d=2,f=3,...)

2p1
2

Quantenzahl totaler Drehimpuls

5.14 Hyperfeinstruktur und Lambshift

Neben dem Elektron hat auch der Atomkern einen Spin, der mit einem magnetischen Dipol
verbunden ist. Wegen der rund zweitausend mal grosseren Masse des Kerns, ist der Dipol rund
zweitausend mal kleiner, als der Spin-Dipol des Elektrons (25). Die Wechselwirkungsenergie
des Kern-Dipols mit den magnetischen Dipolmomenten des Elektrons (Bahn und Spin) ist von
der Grossenordnung 1075 eV (Wellenlinge 1.2 m). Wichtige Anwendung: Nuclear Magnetic
Resonance (NMR).

Geméss Formel (30) sind die Energien im H-Atom nur von der Hauptquantenzahl n und der
Gesamtdrehimpulsquantenzahl j, nicht aber von der Bahndrehimpulsquantenzahl [ abhéngig.
Im Jahre 1947 gelang es aber W.E. Lamb und R.C. Retherford der experimentelle Nachweis
einer Aufspaltung der 2s1 und der 2pi1 Niveaus beim H-Atom. In Abbildung 16 ist die Fe-
instrukturaufspaltung sov&?ie zusétzlich éie sogenannte Lamb-Verschiebung der beiden Terme
gezeigt. Die Ursache der Aufspaltung liegt in einer Abweichung des wirklichen Feldes vom
Coulombfeld sehr nahe vom Kern. Der s-Term hat eine grossere Aufenthaltswahrscheinlichkeit
sehr nahe beim Kern.

Schrddinger Dirac Lamb-Verschiebung
R
3 —— p3/2
" 4610°
=1 w
o =
2 @
3 P/
437-10°
S12 Pin S12
5.95-10°

Abbildung 16: Aufspaltung, beziehungsweise Verschiebung der Feinstruktur des H-Atoms
durch den ,lamb shift“. Die Termunterschiede sind in eV angegeben.
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6 Elektromagnetische Strahlung: Ubergangswahrscheinlichkeit und
Auswahliregeln

6.1 Absorption, spontane und induzierte Emission

Wir betrachten N gleichartige Atome, die sich innerhalb eines abgeschlossenen Hohlraumes der
spektralen Energiedichte w(f) im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Ny von diesen
Atomen seien im Grundzustand der Energie F; und Ny = N — Nj im ersten angeregten Zustand
der Energie Fy > E; (siche Abbildung 17). Die weiteren Zusténde seien dauernd unbesetzt.

E

N.

2

2 ..
Abbildung 17: Ubergénge zwischen zwei Energieniveaus.

B, |4, B, N7 und Ny sind die Besetzungszahlen in den entsprechen-
den Niveaus. As1, B2 und Bsy sind Proportionalitétskon-
stanten fiir die Ubergéinge (Einsteinkoeffizienten).

N

1

Absorption: Atom geht vom Zustand mit der Energie F; in den Zustand mit der Energie
FEj5 iiber, wobei ein Photon der Energie E = F9— E) = h f absorbiert wird. Die Hiufigkeit
dieses Ereignisses pro Zeiteinheit ist proportional zur Besetzungszahl des Energieniveaus
Eq, d.h. N1, und zur Energiedichte w(f):
dNy|  dNs
At |, dt

Die Proportionalititskonstante Bis heisst Einsteinkoeffizient der Absorption.

= —312 N1 w(f) .

a

Spontane Emission: Atom geht spontan vom Zustand mit der Energie E5 in den Zustand
mit der Energie F; tiber, wobei ein Photon der Energie E = Eo— F1 = h f emittiert wird.
Die Haufigkeit dieses Ereignisses pro Zeiteinheit ist proportional zur Besetzungszahl des
Energieniveaus Fs:
dNa2| dN;
dt |, dt

Die Proportionalititskonstante As; heisst Einsteinkoeffizient der spontanen Emission.

= —A21 No .

se

Induzierte Emission: Atom wird durch Photon veranlasst, vom Zustand mit der Energie
FEs5 in den Zustand mit der Energie E; zu gehen, und dabei ein Photon der Energie
FE = Ey — Fy = h f, das mit dem induzierenden Photon in Phase ist, zu emittieren.
Die Haufigkeit dieses Ereignisses pro Zeiteinheit ist proportional zur Besetzungszahl des
Energieniveaus E5 und zur Energiedichte:

dNy| AV,
dt |,  dt

Die Proportionalititskonstante By heisst Einsteinkoeffizient der induzierten Emission.

= *Bgl N2 U}(f) .

ie

Somit lautet die Bilanz fiir Niveau 1

dN; dN;

ANy ANy

dt

a |, a |

ie

= —Biaw(f) N1+ A21 Na+ Boy Naw(f)
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wobei % = 0 im thermodynamischen Gleichgewicht, wenn

Ny Biw(/)
N1 Aoy + Boyw(f)

Nach der Boltzmann-Verteilung (5) gilt aber im thermodynamischen Gleichgewicht auch

_Ey
Ny e kT
R =
Ny e_k_%
Ey—Ey
= e kT
_hf
= e kT R
so dass
Biaw(f) _nt

A9 + Bay w(f)
und somit

A

w(f) = ——F7—-

Bige*xT — By

Wenn 7' — oo muss auch w(f) — oo gehen. Dies ist nur der Fall, wenn
Bia = B

und folglich

Ag1

w(f): Buy (e% _1> :

Im Weiteren muss fiir die Energiedichte das Planck’sche Strahlungsgesetz (6) gelten, also

Anhang B 4
w(f) U= —u(f)
(6) 8thf3 1
c3 ez_{“ -1
Es folgt:
Agl 87Thf3
L ) 1

Die drei Ubergangswahrscheinlichkeiten Bis, Bop und As; stehen also in einfacher Relation
zueinander. Falls eine bekannt ist, so lassen sich die beiden andern bestimmen.
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6.2 Einsteinkoeffizient fiir die Absorption

Das Ziel besteht darin, die Ubergangswahrscheinlichkeit Bjs zu berechnen, wenn eine mono-
chromatische elektrische Dipolstrahlung mit der Energiedichte w(f) einféllt. Obwohl man in
dem Falle zeitliche Anderungen betrachtet, kann man von stationéren Losungen der Energie-
eigenwertgleichung (,,zeitunabhéngige Schrodingergleichung®) ausgehen. Die Besetzungszahlen
Ni(t) und Ny(t) sind nun zwar Funktionen der Zeit, aber die zeitliche Anderung sei langsam
verglichen mit der Frequenz der Dipolstrahlung, welche typisch in der Gréssenordnung von
f~10M st ist.

Bis zur Zeit t = 0 sei unser System ungestort und geniige der Schrédingergleichung

., 0¥
ih 6750 H, Y,
Es sei
s VBt
Wo(Z,t) = Z ai i e "
k=1
die allgemeine Losung, wobei die Energieeigenfunktionen vy = i (%), k = 1,2, ..., ein
vollsténdiges Orthonormalsystem bilden sollen:
Hor = Exy (32)
/ Vi dV = O (33)

Raum

Ab der Zeit t = 0 beginne eine kleine Storung H'(t) zu wirken. Das System geniigt der
Schrodingergleichung

DU (7, t)

ih T

= (Ho + H'(t)) U(Z,¢) , . (34)

Wir setzen die allgemeine Losung

1Bt

Zak wke [

n (34) ein,

it o

1h—2ak ¢ke Tk: 0+H/ Zak Ype TR,
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differenzieren die linke Seite nach der Zeit und beriicksichtigen fiir die rechte Seite Beziehung
(32),

hzdak +1hzak ( 1§k> ‘E};kt

[e.9]

iE iEt
= > ap(t) Expe s +H'(t Zak pe h
k=1
formen um
o0 . .
. dag(t) Bt Bt
h FE h
i 1;::1 T Yre + Z ar(t) Yx Ex e
> 1E e Byt
= Y ai(t) By e +H/( )Y ap(t)Ype”
k=1 k=1
und erhalten somit
> iB ¢t Bt
= H' Z ar(t) e n

Nun bilden wir das Skalarprodukt mit der Energieeigenfunktion 1), und beriicksichtigen (33)

da/m lEm *
dt( ) t :_—Zak / U H'(t) Y AV
Raum
H,0)
da,, (t T~ i(BEm—Eg)t
mll) Y ) e T (M)
k=1

Mit wy, = Eng"' folgt

da/m _ _ Z ak; 1wmkt H/ >

Das System sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Energieeigenzustand n = 1, so dass ax(0) = Jx;.
Zur Berechnung der zeitlichen Entwicklung des Systems verwenden wir N&herungen. Das Sys-
tem verdndere seinen Zustand unter dem Einfluss der kleinen Stérung im Laufe der Zeit nur
langsam, so dass fiir geniigend kleine Zeiten aq(t) ~ a1(0) = 1 gilt. Mit Riicksicht auf diese
Umsténde ergibt sich fiir ¢ = 0 exakt und fiir ¢ > 0 ndherungsweise

day,(t w
dt() = __Z5kle ! (Hie)

i iw
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Das Quadrat der Entwicklungskoeffizienten ay, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass das Sys-
tem im Energieeigenzustand Fj ist. Im Falle eines Systems aus den beiden Energieniveaus Ey
und Fy gilt also

Ni(1)

ak(t)2 = m .

Aus (35) ergibt sich fiir die zeitliche Verinderung von as

da 7
d_t2 — _%elwglt <H/2]_> ’
wobei
" O
2 = T
(H9) = / Vs HY (t) 1 dV .
Raum

11 und 19 sind die Zustandsfunktionen, welche das Elektron im Niveau 1 respektive im Niveau
2 beschreiben. H'(t) ist ein Storoperator.

Integration und Verwendung der Anfangsbedingung ergibt:

t
_ dCLQ
ax(t) = a2(0)+0/ P dt

/ (H'(t)) e’z tdt
0

St =

und es geht nun darum, einen geeigneten Storoperator H'(¢) fiir eine einfallende Dipolstrahlung
zu finden.

Das System sei z.B. ein Atom mit Kern am Ort @ = 0. Das elektrische Feld einer ebenen
elektromagnetischen Welle betrage

E(Z,t) = E, cos (wt—E-f)
L el(wt—kT) 1 eilw t—k-7)

Die Wellenlidnge dieser elektromagnetischen Welle sei viel grosser als der Durchmesser des
Atoms, so, dass im Gebiete des Atoms {iberall in guter Ndherung k - & ~ 0 gilt und damit in
guter Naherung

. . elwt+e—1wt

2
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Die potentielle Energie W des Elektrons am Ort Z, verursacht durch das elektrische Wechsel-
feld, betréigt (bis auf einen konstanten Beitrag):

W(Zt) = —eE(Zt) -7
eiwt e—iwt .
~ _e+Eo-f.

Falls wir diese zusétzliche Energie des Elektrons als Stoéroperator H'(t) auffassen, erhalten
wir:

eiwt 4 e—iwt .

S E, / W edyr dV . (36)

Raum

(H'21) = -

=D

Das Integral, welches die Zustandsfunktionen der beiden Zusténde enthélt, nennt man Dipol-
matrixelement Ds;.

Man erhilt durch Integration und Beriicksichtigung der Polarisation schliesslich (ohne Herlei-
tung!):

7TE_12 2
a3(t) = T hOQ t | Do |

Die Besetzungswahrscheinlichkeit a3() hingt (bei nur zwei Niveaus!) wie folgt mit der Uber-
gangswahrscheinlichkeit B1o zusammen:

) = Bipw(f),

und mit Riicksicht auf die Energiedichte w(f) = 0B orhilt man fir die Ubergangswahi-

2
scheinlichkeit durch Absorption:
™ 2
By =—-—|D .
12 6o 12 | Doy |

Gemiiss der Beziehung (31) ist dann die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir spontane Emission:

8mh f3
An = Cgf Bio
167 f3
= | Dar|? . (37)

3e,hcd
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6.3 Spontane Emission, Lebensdauer und Auswahiregeln
Die Grosse Agp in Formel (37) ist proportional zur Wahrscheinlichkeit, dass ein Elektron vom
angeregten Zustand 2 durch spontane Emission in einer kurzen Zeiteinheit in den Zustand 1

iibergeht. Es gilt, wenn allein die spontane Emission auftritt, wenn also die Absorption und
die induzierte Emission ausgeschlossen sind,

AN,
—2 = _AyN
dt 21 4V2

und damit
Ng(t) = NQ(O) e Ant

Die mittlere Lebensdauer eines Elektrons im Niveau 2 betrigt (da es in unserem vereinfachten
Beispiel nur spontan in den Zustand 1 {ibergehen kann)

[ Na(t)tdt
0

[eAntdt
0
L g Ant) 1 Te*Am tdt
_ A2y 0 A2l o
- [
[ e Antdt
0
1
Az

Die abgestrahlte Leistung eines Elektrons betrégt im Mittel

p = M

-
= Anhf

1674 f4
= S Dalt (%)

Andererseits betrigt die Leistung eines elektrischen Dipols in der klassischen Elektrodynamik

4 r4
:87T f ﬁQ
3e,c3 ¢

Falls in dieser Formel das elektrische Dipolmoment 52 durch 2 [Dy;|? ersetzt wird, erhiilt man
die Beziehung (38).
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Unter der einschrinkenden Annahme, dass der Vektor der elektrischen Feldstirke der beim
Ubergang emittierten Welle nur in der z-Richtung schwingt, kann man den Dipoloperator wie
folgt schreiben:

(eX), =ez=er cos?.

Damit wird das Dipolmatrixelement:
|Do1| = / 3 (r, 0, ) er cosV iy (r,9, p) sind r?drddde .
Raum

Da man iiber den Raum integriert, spielt der Spinterm in der Zustandsfunktion keine Rolle.
In der separierten Form kann man das Dipolmatrixelement schreiben:

2 ™ 00
|D21\:e/dg0¢’§<1>1 /dz? cos ¥ sinz?@;@l/drrngRl.
0 0 0

Bei der Betrachtung des Integrals iiber die Polarterme sieht man, dass dort Integrale vom Typ

™
J dv cos™ ¥ sin™ ¢ auftreten. Der Wert einiger Integrale mit verschiedenen n und m sind in

0
der folgenden Tabelle angegeben:

n=1 n=2 n=3 n=
m=1_ 0  2/3 0 275
m=2 0 /8 0 /16
m=3 0 4/15 0  4/35
m =4 0 /16 0 37m/128

Viele dieser Integrale ergeben Null. Fiir diese Félle ist das ganze Dipolmatrixelement gleich
Null. Eine Emission elektrischer Dipolstrahlung ist dann nicht moglich, und man spricht von
einem verbotenen Ubergang. Dabei ist aber zu beachten, dass der Ubergang nur fiir elektrische
Dipolstrahlung, nicht aber fiir magnetische Dipolstrahlung oder elektrische Quadrupolstrah-
lung verboten ist. Es ist also durchaus ein Ubergang, aber meist mit wesentlich kleinerer
Ubergangswahrscheinlichkeit A,,,, unter Aussenden eines Photons maglich.

Die Einschrinkung auf Dipolstrahlung, die parallel zur z-Achse linear polarisiert ist, bedeu-
tet, wie beim Zeeman-Effekt gezeigt wird, einer Beschriankung auf Ubergédnge mit Am; = 0.
Als Ergénzung soll noch das Dipolmatrixelement fiir eine beliebige in der xy-Ebene linear
polarisierte Welle berechnet werden. Es gilt:

x = rsind cosyp

y = rsindsing.

Man bildet nun

1= [ vz e,
1,= [ avsy
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und erhalt damit

I, +il, = /dV¢§(x+1y)¢1
= /de/J;rsinﬁ(cosgo—i—isinga)wl

= / dV 3 sind el .
Die Wellenfunktion des Zustandes (n, [, m) ist gegeben durch

1 im
77bn,l,ml (T7 19’ QO) = \/—— ey el,mz (79) Rn,l(r) .

2m
Somit tritt im Dipolmatrixelement das Integral

1 21
/ e IMi2 P gl 19 olp d(p
2m
0

auf. Es gilt wiederum

27
1 / dey ot (miz=—mia—1)e _ 0 falls myg —my1 — 1 #0
2m 1 falls m;o —my1 —1=0.
0

Also lautet nun die Auswahlregel fiir ein Lichtquant, das in x- oder y-Richtung polarisiert
ist,

Am; = =£1.

Auch fiir den Bahndrehimpuls gibt es Auswahlregeln. Falls m; = mj, also fiir linear in z-
Richtung polarisiertes Licht kann man zeigen, dass fiir einen Ubergang gelten muss

Al ==+1.

Also kann mit linear in z-Richtung polarisiertem Licht der Ubergang 1s — 2s nicht induziert
werden, sondern es findet ein Ubergang 1s — 2p statt.

Was bedeutet nun Al = +1 physikalisch? Jede Auswahlregel beschreibt die Erhaltung einer
physikalischen Grosse wihrend dem betrachteten Prozess. Bei der Wechselwirkung des Pho-
tons mit dem Elektron ist der Drehimpuls erhalten. Also muss, falls fiir das Elektron Al = £1
gilt, das Photon einen Gesamtdrehimpuls jphoton = 1 haben. Da das Lichtquant ein freies
Teilchen ist, kann es keinen Bahndrehimpuls haben. Wir schliessen also:

Photon hat Spin = 1.
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Aus den angegebenen Integralen und den Zustandsfunktionen auf Seite 30 lasst sich nur erah-
nen, dass es gewisse Auswahlregeln gibt, nach denen man erlaubte und verbotene Ubergéinge
erhilt. Wie in der Quantentheorie spéter gezeigt wird, ist elektrische Dipolstrahlung nur fiir
Ubergiinge moglich, bei denen gilt:

Al = =1

Aj = +£loder0

Zu diesen Auswahlregeln werden bei Mehrelektronenatomen noch weitere Vorschriften dazu-
kommen.

6.4 Spektrallinien 111 (Linienbreite)

Bedingt durch die endliche Aufenthaltsdauer von Elektronen in angeregten Zusténden, weisen
diese eine gewisse Energieunschéirfe auf: AE At ~ h. Diese fiihrt zu einem Intensitétsverlauf
von Spektrallinien um ihr Maximum, der die Form einer Lorentzverteilung aufweist:

12
I(w) =1, = i, mit F—h(i+i),
h* (W — Wmn)” + 512 Tm  Tn

wobei 7, und 7, die Lebensdauern der Zustiande n und m sind. Fiir die Lebensdauer des
Grundzustands gilt 7, = co. Die natiirliche Linienbreite ist definiert als

Die thermische Bewegung der Atome fithrt zu einer Verbreiterung der Intensitdtsverteilung.
Die sogenannte Dopplerverbreiterung ist bei Zimmertemperatur wesentlich grosser als die
natiirliche Linienbreite. Die Halbwertsbreite der Dopplerverbreiterung betréagt:

1
RT\?2

Fine wichtige Rolle spielt auch die sogenannte Stossverbreiterung. Durch Stésse von ange-
regten Atomen mit andern Atomen wird die Lebendauer 7 von angeregten Zustanden verkiirzt.
Damit wird aber gemiiss der Heisenberg’schen Unschérferelation AE vergrossert. Die Stoss-
verbreiterung hangt von der Teilchendichte im emittierenden Gas ab. Eine Abschétzung der
Halbwertsbreite betragt:

1
9 RT\ 3
Af,—oN ([Z22)7
fp=0 (WM)

Dabei ist N die Teilchendichte und o der Stosswirkungsquerschnitt (abhéngig vom Modell!).
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7 Atome mit mehreren Elektronen

7.1 Die Ununterscheidbarkeit von Elektronen und das Pauli-Prinzip

Man betrachte einen Kern mit zwei Elektronen. Zunéchst seien nicht nur alle Wechselwir-
kungen, welche zu Feinstruktur und Hyperfeinstruktur fiihren, sondern auch die wichtige,
gegenseitige Abstossung der beiden Elektronen vernachléssigt. In dieser starken, und in der
Praxis unerlaubten Vereinfachung, bewegen sich die Elektronen unabhéngig im Coulombfeld
des Kerns. Der Hamiltonoperator lautet:

H=H, +H,, (39)

wobei H; und Hy die Hamiltonoperatoren von jeweils einem der beiden Elektronen im Cou-
lombfeld des entsprechenden Kerns sind:

Hy¢1(71) = En1v1(21)
Hy 1o (Z1) = En2ta(da).

Die Indizes 1 und 2 der beiden Zustandsfunktionen stehen hier fiir einen vollstédndigen Satz der
vier Quantenzahlen (n,l,m;, mg). Damit ist das Produkt der Energieeigenfunktionen (1)
und 9 (#2), ndmlich die Funktion

U(&, T) = P1(F1) Ya(@2)

zwar durchaus eine Losung der Energieeigenwertgleichung
H (71, 72) = E(T1,72) ,

wobei
E=FE, +E,,,

denn es gilt

Hiy(Z1,72) = (Hi+H2) ¢ (1) ¢a(22)
= Hy 1 (71)¢2(72) + Ha 1 (21) Yo (F2)
= o(@2) Hy 1 (Z1) + 1 (1) Ha Y2 ()
= Po(Z2) Eny ¥1(%1) + ¥1(Z1) Eny ¥2(22)
= (En, + Eny) ¢1(Z1) ¥2(22)
= E¢(¥,7).

Dass diese spezielle Losung aber keine annehmbare Zustandsfunktion ist, soll folgendes Ge-
dankenexperiment zeigen. Man betrachte zwei ununterscheidbare Teilchen ohne gegenseitige
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Abbildung 18: Wellenfunktionen der vier niedrigsten Zustédnde im
eindimensionalen, unendlich tiefen Rechteckpotential der Breite

-a/2 0 a/2 a.

Wechselwirkung in einem eindimensionalen unendlich tiefen Kastenpotential der Breite a (siehe
Abbildung 18). Der Hamiltonoperator lautet wiederum:

H=H,+H,.
Eine spezielle Losung der entsprechenden Energieeigenwertgleichung lautet dann

Y= @%(961) %(@) ,

wenn sich Teilchen 1 im Energieniveau o und Teilchen 2 im Energieniveau v befindet, so dass

Ya(x1) = 2 cos (E)

a a
e = fZn (2

Mit der speziellen Losung betréigt die Wahrscheinlichkeit, Teilchen 1 (mit Koordinate x1) im
Energieniveau « und Teilchen 2 (mit Koordinate x3) im Energieniveau v zu finden:

Py = [da(en)]’ [y (22)[’
4 o [(TT1 9 (3T X
= —cos” | —|cos"(——| .
a a a

Nun ist umgekehrt die Wahrscheinlichkeit Ps ;, Teilchen 2 (mit Koordinate x2) im Energieni-
veau « und Teilchen 1 (mit Koordinate x1) im Energieniveau 7 zu finden, gleich

Py [Ya(z2)[? W’v(gﬁl)|2

4 o (T T2 9 (3T
= — cos” | —) cos
a a a

und folglich nicht gleich gross wie P o falls 1 und x nicht gleich sind. Das ist aber ein unsin-
niges Resultat, da wir angenommen haben, dass die beiden Teilchen nicht unterscheidbar
sind.
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Man kann dieses Dilemma auflésen, indem man eine geeignete Linearkombination der Lésungen
wéhlt.

Es gibt zwei Linearkombinationen fiir spezielle Losungen, welche der Ununterscheidbarkeit der

Teilchen Rechnung tragen:

U = (1) oy (22) + Va(2) (1)

1

V2

S

Uy = (Va(1) Py (22) — Yalm2) Py(21)) -

Ug ist symmetrisch, ¥, ist antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung der Teilchen. Pauli
konnte zeigen, dass Fermionen (Teilchen mit halbzahligem Spin: Elektronen, Protonen, Neu-
tronen, Myonen) durch antisymmetrische Zustandsfunktionen, Bosonen (Teilchen mit ganz-
zahligem Spin: Photonen, a-Teilchen) durch symmetrische Zustandsfunktionen beschrieben
werden.

FEin fundamentaler Unterschied der symmetrischen und der antisymmetrischen Zustandsfunk-
tion zeigt sich, wenn man nach der Wahrscheinlichkeit fragt, bei der die Teilchen sich am
gleichen Ort z aufhalten, so dass z1 = x2 = x und folglich

vy — %wa(xww(:c)wa(xwv(x))
2
= (@)U (o)
Uy = = (a(@) by (@) — Yalz) s (@)

2

=%

Die Wahrscheinlichkeiten betragen

2 l (o (o i
’\IIS| - \/5%( )¢'y( )\/5

= 2[pa(@)? [ty (2)?

Ya(x) ¥y ()

WA = 0.

Die gemachten Uberlegungen kénnen auf den dreidimensionalen Raum iibertragen werden. Bei
Atomen muss aber neben den drei Raumkoordinaten auch noch der Spin beriicksichtigt werden.
Falls die Spin-Bahnkopplung und jede andere Kopplung vernachléssigt wird, gilt nach wie vor:
P(r,9,¢,0) =(r,9,¢) x(c). Da das Elektron ein Fermion ist, muss entweder die Raumfunk-
tion oder die Spinfunktion antisymmetrisch sein. Was eine antisymmetrische Raumfunktion
ist, wurde am eindimensionalen Kasten veranschaulicht. Symmetrische und antisymmetrische
Spinfunktionen werden im néchsten Kapitel erldutert.
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Bisher wurde lediglich eine Vorschrift angegeben, um fiir zwei Teilchen eine normierte anti-
symmetrische Zustandsfunktion zu kombinieren. Fiir mehrere Teilchen benutzt man dazu die
sogenannte Slater-Determinante:

Yi(Z1) - Yi(ZN)

—

~N(T1) - YN (EN)

Beispiel:

Bei drei unabhiingigen Teilchen (N = 3) ist die symmetrische Wellenfunktion gleich

Ug(Ly, T2, 73) = \/%(7#1(95'1)1/12(52)1/13(53)+¢1(fz)¢2(f3)¢3(fl)+¢1(53)¢2(51)¢3(f2)

+ P1(¥3)Y2(T2)3 (T1) + Y1 (T2) P2 (71)Y3(73) + ¢1(fl)¢2(53)¢3(f2))

und die antisymmetrische Wellenfunktion gleich

1 Y1(F1)  P1(2)  i(Ts)
VA (%1, %2,73) = = det | ¥2(Z1) Ya2(T2) Y2(T3)
3 Y3(71)  Y3(T2)  1p3(s)

= % (¢1($1)¢2($2)¢3($3) + 1 (£2)h2 (T3)93(T1) + 1 (T3)102(21)103(T2)

— P1(Z3) 1 (Ta)1h3(T1) — b1 (T2) 2 (T1)Y3(23) — ¢1(fl)¢2(53)¢3(52)) .

Wenn man bedenkt, dass es sich schon bei den einzelnen Zustandsfunktionen um sehr komplexe
Funktionen handelt, wird klar, dass die Kombination von antisymmetrischen Zustandsfunktio-
nen von Systemen mit mehreren Fermionen eine aufwendige Angelegenheit ist. Wir werden oft
das Pauliprinzip in der vereinfachten Form wihlen, dass zwei Elektronen in einem Atom nicht
in allen vier Quantenzahlen tibereinstimmen diirfen.

7.2 Drehimpulse zusammengesetzter Systeme

In diesem Abschnitt geht es um physikalische Systeme, die aus mehreren Drehimpulsen beste-
hen. Ein solches System konnte beispielsweise aus dem Bahndrehimpuls und dem Spin eines
einzelnen Teilchens bestehen, ein anderes aus den Bahndrehimpulsen von mehreren Teilchen
und ein weiteres aus den Spins von mehreren Teilchen. Die Drehimpulse zusammengesetzter
Systeme und ihre Quantenzahlen werden fortan meistens mit grossen Buchstaben angegeben.

Wir diskutieren die Wesenthchen Sachverhalte vorerst mlt Rucks1cht auf ein physikalisches Sys-
tem aus zwei Drehimpulsen J1 und Jg, deren Operatoren J 1 und J 2 untereinander kommutieren
(vertauschbar sind), und zwar so, dass®

{jlxa ij} = [jlya j2y} = {jlza sz} =0.

3Der Kommutator der Operatoren A und B ist definiert als der Operator

[A,Bj=AB-BA.
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Unter dieser Voraussetzung ist die Vektorsumme der beiden Drehimpulse, namentlich der totale
Drehimpuls

- - -

J=J1+ Jy,

auch ein Drehimpuls nach Definition der Quantentheorie (die drei Komponenten der Vektor-
summe erfiillen in diesem Fall die bekannten Drehimpuls-Kommutatorrelationen). Betrag und
z-Komponente dieses Drehimpulses geniigen somit den bekannten Beziehungen

T = Jru+nn
J. = Mjyh, My=—J —(J—-1),...,J—1,J,

wenn J die Drehimpulsquantenzahl und M ; die magnetische Drehimpulsquantenzahl sind.

Die Werte der Drehimpulsquantenzahl J

Welche Werte kann die Drehimpulsquantenzahl J unseres physikalischen Systems aus den bei-
den Drehimpulsen Ji und J; annehmen? Wir werden die Antwort auf diese Frage nicht streng
quantenmechanisch herleiten, jedoch mit den Vorstellungen der klassischen Physik, anhand des
Vektormodells der Drehimpulse, nahelegen und betrachten dazu ein Beispiel.

Beispiel:

Zu welchem Gesamtdrehimpuls kénnen die beiden Drehimpulse Ji und Jo mit den Quantenzahlen
J1 =2 und Jy; = 1 koppeln?

Die Betrage der beiden Einzeldrehimpulse sind:

[Jil =/ T (i + 1) h = V6h,
|Jo) = /Jo (Jo+1)h = V2h .

Die beiden Summanden des totalen Drehimpulses J=J+ fg, d.h. J; und J:Q, haben ganze Quan-
tenzahlen J; und Js. Folglich muss die Quantenzahl des totalen Drehimpulses J, d.h. J, ebenfalls eine
ganze Zahl sein, wobei |J| = y/J (J + 1) h. Es muss

VI +1)h > L] - A
VIUJ+DOE < |4 +]|5|

V6h—V2h ~ 0.6h
V6h+V2Hh 3.4Hh

]
I

Q

gelten und damit J =1, J = 2 oder J = 3. Abbildung 19 zeigt die moglichen Kombinationen.

Zwei Operatoren A und B kommutieren (sind vertauschbar), wenn

[A,B]=0 (sodass AB=BA).
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| Ll=v2n

A

| L|=v2 h

B B |J|=v12h
[Ji|=v6h |J|=v6 h

|Ji|=v6n

|J1=v2 h

J=1 J=2 J=3

Abbildung 19: Lage zweier Drehimpulsvektoren, die zu einem resultierenden Drehimpuls J koppeln.

Falls Bahndrehimpulse und Spins gekoppelt werden, kann J durchaus auch halbzahlig sein.
Allgemein gilt in Bezug auf die Werte der Quantenzahl J:

J=Ji+J, J1+Jo—1, ..., |J1—J2‘.

FEin wichtiges Beispiel ist die Kopplung der Spins von zwei Elektronen. Die Quantenzahl der
Spin-Summe S (man schreibt iiblicherweise S statt J) kann 0 oder 1 sein. Die Fille sind in
Abbildung 20 veranschaulicht:

X XX¥

Abbildung 20: Links: Singulett S = 0 (Spins antiparallel), Mg = 0, y antisymmetrisch; Rechts:
Triplett S = 1 (Spins parallel), Mg = —1, 0, 1, x symmetrisch.

Simultan beobachtbare Grossen, erhaltene Grossen

Welche Grossen unseres physikalischen Systems aus den Drehimpulsen J_i und jg sind gleich-
zeitig beobachtbar und erhaltene Grossen?

Aus der Drehimpulsalgebra folgt einerseits, dass die Operatoren J 2. J1z, J 2. Ja, untereinan-
der kommutieren, somit ein vollstédndiges System von simultanen Eigenfunktionen haben und
folglich simultan bestimmbar sind. Im Falle eines Systems, in welchem die beiden Drehimpulse
Ji und Js ungekoppelt sind, konnen diese Operatoren zudem mit dem Hamiltonoperator
kommutieren, so dass dann die Grossen J?, J1z, j;, Jo, Erhaltungsgrossen sind.

Aus der Drehimpulsalgebra folgt andererseits auch, dass die Operatoren J 2. J,, J 2, J 2 unter-
einander kommutieren, somit ebenfalls ein vollstéindiges System von simultanen Figenfunktio-
nen haben und folglich ebenfalls simultan bestimmbar sind. Im Falle eines Systems, in welchem
die beiden Drehimpulse fl und fg untereinander gekoppelt sind, konnen diese Operatoren
zudem mit dem Hamilton-Operator kommutieren, so dass dann die Grossen J 2 1., fl?, j;
Erhaltungsgrossen sind.
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Physikalische Systeme mit mehr als zwei Drehimpulsen, Mehrelektronenatome

Physikalische Systeme aus mehr als zwei Drehimpulsen lassen sich des 6fteren mit befriedi-
gendem Ergebnis dadurch beschreiben, dass jeweils zuerst die Drehimpulse mit der stéirksten
Wechselwirkung gekoppelt und zu einem resultierenden Drehimpuls verschmolzen angenom-
men werden und anschliessend mit den verbleibenden Drehimpulsen genau so verfahren wird.
Bei Mehrelektronenatomen kénnen im Hinblick auf das Ausmass der Spin-Bahn-Kopplung der
einzelnen Elektronen zwei Grenzfélle unterschieden werden, namentlich die sog. jj-Kopplung
und die sog. LS-Kopplung (die auch Russel-Saunders-Kopplung heisst):

- Mit dem Modell der jj-Kopplung lassen sich die Drehimpulskoppelungen von einigen
schweren Atomen befriedigend beschreiben. Das Modell geht davon aus, dass die Wech-
selwirkung zwischen dem Bahndrehimpuls l_; und dem Spin §; des i-ten (und jedes an-
deren) Valenzelektrons* (namentlich die Spin-Bahn-Kopplung beim i-ten Valenzelektron
des Atoms) wesentlich grosser ist als sowohl die Wechselwirkung zwischen den Bahndreh-
impulsen der Valenzelektronen untereinander wie auch die Wechselwirkung der Spins der
Valenzelektronen untereinander, so, dass Bahndrehimpuls und Spin des i-ten Valenzelek-
trons zuerst zum totalen Drehimpuls dieses Elektrons koppeln, ]_; = l_;—i—§}, bevor schliess-
lich die totalen Drehimpulse der Valenzelektronen untereinander koppeln, J= ij

1

- Mit dem Modell der LS-Kopplung (Russel-Saunders-Kopplung) lassen sich dagegen die
Drehimpulskoppelungen von vielen leichten Atomen befriedigend deuten. Das Modell
geht davon aus, dass die Spin-Bahn-Kopplung bei den einzelnen Valenzelektronen sehr
schwach ist, so dass zuerst die Bahndrehimpulse der Valenzelektronen zum totalen Bahn-
drehimpuls L= Zl: koppeln und die Spins der Valenzelektronen zum totalen Spin

(2

S = >_ Si, bevor schliesslich der totale Bahndrehimpuls und der totale Spin zum totalen

Drehimpuls J=L+§ koppeln.

7.3 Zweielektronenatome (Heliumatom)
7.3.1 Grundzustand des Heliumatoms

Im He-Atom bewegen sich zwei Elektronen im Feld des Kernes mit zwei Elementarladungen
(Z = 2). Im Grundzustand befinden sich beide Elektronen im 1s-Zustand, die Spins sind
entsprechend antiparallel (antisymmetrische Spinfunktion). Bei einer Vernachléssigung der ge-
genseitigen Abstossung der Elektronen wire jedes Elektron mit Z2 - (—13.6) eV = —54.4 eV
gebunden. Die totale Bindungsenergie betréigt aber statt —108.8 eV nur —79 eV. Der Hamil-
tonoperator fiir das He-Atom lautet:

K2 (A + Ay) 2e2 2e2 2
! 2 Ame,ry Ameors  4Amegria’

H=-
2me

wobei 712 die Distanz zwischen den beiden Elektronen bedeutet. Die entsprechende Schrodin-
gergleichung ist nicht geschlossen lésbar. Wir kénnen verschiedene N&herungsmethoden an-
wenden. Allen Nidherungsmethoden, welche im Rahmen dieser Vorlesung diskutiert werden,

4Ein Valenzelektron ist ein Elektron eines Atoms, das sich in einer nicht vollbesetzten Schale des Atoms
befindet. Die Summe der Bahndrehimpulse und Spins der Nicht-Valenzelektronen ist gleich Null und somit
unwesentlich fiir den resultierenden Drehimpuls des Atoms.
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ist gemeinsam, dass wir jedem einzelnen Elektron eine Zustandsfunktion zuordnen (Modell
unabhéngiger Teilchen).

e Obwohl es sich bei der gegenseitigen Elektronenabstossung nicht um eine kleine Stérung
handelt, kann man eine Stérungsrechnung 1. Ordnung durchfiihren.

e Bei einer Probe-Zustandsfunktion fiir ein einzelnes Elektron mit Parameter, kann man
den Parameter durch Variationsrechnung so optimieren, dass die Energie ein Minimum
wird.

e Man kann die Schrodingergleichung fiir ein vorgegebenes numerisches Potential V (r) fiir
jedes einzelne Elektron l6sen (Methode von Hartree und Fock).

Storungsrechnung: Wir fassen nun die Coulombabstossung zwischen den beiden Elektronen als
Storung auf. Die beiden Elektronen seien im ungestorten Zustand unabhéngig voneinander und
beide im Grundzustand: (ni,l1,my1) = (n2,la, mi2) = (1,0,0). Folglich miissen die Spins der
beiden Elektronen antiparallel zueinander sein, die Spinfunktion der beiden Elektronen des-
halb antisymmetrisch. Somit muss die Ortswellenfunktion der beiden Elektronen (Fermionen)
symmetrisch sein (damit dem Pauli-Prinzip Geniige getan ist), ndmlich gleich der normierten
Ortswellenfunktion

U = ¢n1751,mz,1(F1) ¢n2,l2,ml,2 (72)

= 1,00(71) ¥1,00(72) -

Die Energiednderung infolge der Stérung ergibt sich damit, wenn rio = |75 — 71|, zu

o2
AE = T ——
471'801”12
- 1oz ()
 4dme, \ 710

e? L 1
= dV, dViv* — v
47 €o 12
Raum Raum

e2

* — E3 — ]- — —
= 3 / dvs / dVi 97 0.0(71) %71 0.0(72) —— ¥1,00(71) ¥1,0,0(72)
7'd'e’-:0R R 12

2

e N . 1

= 1 / AVa [1.0.0(72) | / Avi [¢r00(P)F — .

T Eo 12
Raum Raum

1

Die Berechnung von <@> wird in den Ubungen noch behandelt. Als Resultat erhélt man fiir

den Grundzustand des He-Atoms, bei dem beide Elektronen im 1s-Zustand sind:

()~ 10
T12 74a0

und somit

e? 5

AFE =
dme, 4ag

=34eV. (40)
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Das ist eine geschitzte Energiekorrektur von 34 eV anstelle der tatséichlichen 29.8 eV. Obwohl
sehr gewagt, ergibt die Storungsrechnung einen Wert, der nur 14% vom wirklichen Korrektur-
wert abweicht.

Als Néachstes soll als Probefunktion die Einteilchenfunktion 1 00 aber mit einer reduzierten
Ladung Z, verwendet werden. Z, soll mit Variationsrechnung, bei der die Gesamtenergie des
Atoms minimalisiert wird, optimiert werden. Da die Zustandsfunktion zentralsymmetrisch ist,
kann man sich auf die Radialfunktionen beschrinken. Die Variationsrechnung, die auch in den
Ubungen noch behandelt wird, ergibt:

Z. =7 — — .
" 16

Die Radial- und die Zustandsfunktion lauten dann:

3
16875\ 5 curs o
Rio(r) = 2 < )2 o LOSTS I "
a’O
3
1 /1.6875\% 1 osms o
Pro0(r, 9, @) = ﬁ( = ) o 16875
(e}

Der Erwartungswert fiir die Bindungsenergie fiir ein Elektron ergibt mit dieser angenéherten
Zustandsfunktion Es; = 38.7 eV (anstelle der gemessenen 39.5 eV). Die reduzierte Kernladung
hat eine physikalische Bedeutung. Nach diesem Modell schirmen Elektronen die Kernladung
teilweise ab. (Ein 1s-Elektron im He-Atom schirmt die Kernladung fiir das andere Elektron
um rund 0.31 e oder um rund 15.6 % ab.) Das einzelne Elektron bewegt sich dann immer noch
in einem Coulombfeld. Dieses Modell der Zentralfeldndherung kann auf Atome mit mehr als
zwei Elektronen iibertragen werden (Slater-Orbitale).

Da ein einzelnes Elektron keinen festen Abstand vom Kern hat, ist die Annahme einer kon-
stanten Abschirmung natiirlich eine grobe Ndherung. Die Methode von Hartree und Fock geht
hier einen Schritt weiter. Man 16st die Schrodingergleichung fiir jedes einzelne Elektron fiir ein
numerisches V(r) (das natiirlich kein Coulombfeld mehr ist). Die Losungen werde numerisch
bestimmt; es konnen aber Niherungslosungen angegeben werden. Eine solche Néherung fiir
die Zustandsfunktion der beiden Elektronen im Grundzustand lautet nach Bransden,Joachain
(2003):

_é T T
Rig(r) = ao? (260505 """ 4 2.08144 2050 ) | (42)
1 _ o _ T
Proo(r,d,0) = (2.60505e VLSS 1 2.08144 201 ) :

Vamal

Die angendherten Radialfunktionen in (41) und (42) kénnen dazu verwendet werden beispiels-
weise die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit zu berechnen.

Die Gesamtenergie, die mit den verschiedenen Ndhrungsmethoden fiir die beiden Elektronen
im He-Atom erhalten werden, lauten:
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Stérungsrechnung 1. Ordnung (geméss: (40)): - 74.83 eV,

Variationsrechnung (Radialfunktion: (41)): - 77.4986 eV,
Bransden,Joachain (2003) (Radialfunktion (42)): - 77.8706 eV,
Exakter experimenteller Wert: - 79.0150 eV.

7.3.2 Angeregte Zustidnde des Heliumatoms

Nun miissen noch die angeregten Zusténde des He-Atoms diskutiert werden. Wir beschrianken
uns dabei auf die Fille, bei denen sich ein Elektron im Grundzustand (1s) und nur das zweite
Elektron in einem angeregten Zustand befindet. Die Energieniveaus sind in Abbildung 21
dargestellt.

Parahelium S =0 Orthohelium S =1

L (e(}/) Singulett-System Triplett-System

-1 45— . . Ly —

-2 gm— 3P 3 — P — 3sp_ Fa—

5 Abbildung 21: Niveauschema des Grundzu-
1. 2p— Fp— standes und der ersten angeregten Zustédnde
T . des He-Atoms. Das Schema setzt voraus, dass
-5 S sich ein Elektron im Grundzustand und nur das

<> zweite Elektron in einem angeregten Zustand

23 befinden. Die Energie links gibt die Bindungs-

24 ; energie des Elektrons im angeregten Zustand

25 T an.

Die Authebung der L-Entartung kommt durch die Abweichung vom reinen Coulombfeld zu-
stande. Das 2s-Niveau ist tiefer als das 2 p-Niveau. Der Erwartungswert des Abstands ist im
2s-Zustand, wie im Falle des H-Atoms, griosser als im 2 p-Zustand, aber im 2s-Zustand ist die
Wahrscheinlichkeit, sehr nahe beim unabgeschirmten Kern zu sein, grosser.

Von besonderem Interesse ist hier noch der Unterschied der Energieniveaus im Singulett- und
Triplett-System. Im Grundzustand ist die Ortsfunktion symmetrisch und die Spinfunktion an-
tisymmetrisch. Wenn ein Elektron in einem angeregten Zustand ist, kann entweder die gesamte
Ortsfunktion symmetrisch und die Spinfunktion antisymmetrisch (Singulett-Zustand) oder die
Ortsfunktion antisymmetrisch und die Spinfunktion symmetrisch (Triplett-Zustand) sein.

Fiir die symmetrische Ortsfunktion (Singulett-Zustand) ist der Erwartungswert des Abstandes
der beiden Elektronen kleiner und damit deren Abstossungsenergie grosser. Deshalb ist hier
die resultierende Bindungsenergie etwas geringer.

Beim Ubergang von einem héoheren in ein tieferes Niveau gilt fiir elektrische Dipolstrahlung
die zuséatzliche Auswahlregel

AS=0.

Die beiden Niveauschema fiir den Singulett- und den Triplettzustand stehen deshalb fast un-
abhéngig nebeneinander. Man glaubte frither aufgrund spektroskopischer Beobachtungen, dass
es sich um zwei Sorten Helium handelt: Para- und Orthohelium. Die Namen haben sich bis
heute erhalten.
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Es gilt zu untersuchen, ob es Modelle gibt, welche die experimentellen Ergebnisse, die in Ab-
bildung 21 zusammengefasst sind, befriedigend wiedergeben.

Bei der Storungsrechnung muss beriicksichtigt werden, dass die Ortsfunktion sowohl sym-
metrisch (fiir Parazustdnde) wie auch antisymmetrisch (fiir Orthozusténde) sein kann. Die
korrekten Zustandsfunktionen lauten:

Vs(1da) = s (V1000) Ynion, (52) + V100(32) Vi (1)

U (21, 72) = % (7,/)1,0,0(51) Yo 1.my (T2) = P1,0,0(72) Uy, 1, (fl))

(43)

Die totale Energie der beiden Elektronen wiirde ohne Beriicksichtigung der Elektronenabstos-
sung und der Austauschkrifte betragen:

E = FEi+ Es
Z2et 1
_ et (1 N 2) .
2 (4meoh) n
Mit einer Energiekorrektur AFE, welche die Elektronenabstossung und die Austauschkrifte

beriicksichtigt, lautet die Energie:

FE = E1+E2+AE
= E1+E2+J:|:K,

wobei
Fo= [ Woal@) P W@ aiay
= imeari 1,0,0(Z1 n,lm (T2 1dVa
Raum Raum

2
€ * - * . — N

K = [ [ e 0@ G (@) 100(@) Vi (@) dVi Ve
TEOT12

Raum Raum

Einfache Slater-Orbitale konnen insbesondere die Unterschiede zwischen Ortho- und Para-
zustédnden nicht befriedigend beschreiben.

Fiir ,Spielereien® sollen noch einige analytische Nédherungen von Zustandsfunktionen fiir an-
geregte Zustinde des He-Atoms nach dem Buch von Bransden,Joachain (2003) angegeben
werden. Angegeben sind nur die Radialfunktionen. Fiir die Zustandsfunktion muss noch mit
den entsprechenden (Seite 30) Polar- und Azimutalfunktionen multipliziert werden und die
Gesamtfunktion ergibt sich dann gemiéss (43).

Ein Elektron befinde sich im 1s-Zustand das andere im (r ist in Einheiten von a, gegeben):
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0.3r

Abbildung 22: Wahrscheinlichkeitsverteilung des 2's (ausgezogene Linie) und des 23s (gestri-
chelte Linie) Elektrons im angeregten He-Atom.

2's Rig =5.657¢™ 2"
Rys = 0.6193 (e~ 08657 — 0.4328 r ¢~ 0-227)

2'p Ris =5.657e72"
Ry = 0.1892 704857

233 Ris = 5.6993¢ 2017
Ros = 1.3382 (1 —0.7657) e ~0-7657

23p Ris = 5.6145¢= 1997
Ry = 0.2532¢7 05457

7.4 Die Zentralfeldndaherung fiir Mehrelektronenatome
7.4.1 Thomas-Fermi-Modell des Elektronengases:

Das Thomas-Fermi-Modell liefert eine sehr einfache und grobe Abschéitzung der Ladungsver-
teilung im Atom ohne Hilfe der Zustandsfunktionen der einzelnen Elektronen.

E, ! :
E, 4 .
E, 4 .

P Abbildung 23: Veranschaulichung zur Idee des Thomas-Fermi-Modells.
Die Idee des Modells soll wiederum am unendlich tiefen Rechteckpotential (Abbildung 23)
diskutiert werden. Nach der Quantentheorie liegen die Energieniveaus im Rechteckpotential
umso dichter, je grosser die Breite a des Kastens ist:

72 B2 n?

B, =220
2mea? ’

n=12...
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Im dreidimensionalen Fall gilt derselbe Ausdruck, wenn

2 2 2 2
n® =ny +ny+n;, Ng, Ny, Ny =1, 2, ...

Zur Energie E, fiihren somit alle Zahlentripel (ng, ny, n,) mit

a(2meE
n=/n2+n+n? = %, Ny My My = 1,2, ...

In einem Raum, aufgespannt durch die n,-, n,- und n.-Achse, ist jedes mégliche Energieniveau

durch eine Einheitszelle im positiven Quadranten einer Kugel mit dem Radius n charakterisiert.
w2 B2 n%

|

Die Anzahl méglicher Zustédnde mit (kinetischen) Energien von E,, = 0 bis E,, = Ep = e
betrdgt, weil jedes Energieniveau mit 2 Elektronen unterschiedlicher Spinquantenzahl besetzt
sein kann,

1
= -7mn
3 F
1 a®(2meEp)

372 h3

Njw

Die Besetzungszahldichte p, d.h. die Anzahl der Zusténde von Elektronen bis zur maximalen
(kinetischen) Energie Er pro Volumen, ist somit gegeben durch

3
1 2me\2 _3
r= g () B (44)

Ey ist die sogenannte Fermienergie. Das Ergebnis kann fiir Mehrelektronenatome angewandt
werden. Man denkt sich Kugelschalen um den Kern als Késten mit konstanter potentieller
Energie V().

Der Raum um den Kern wird nun in diinne Kugelschalen aufgeteilt, in denen das Potential als
konstant angenommen wird. Je weiter aussen sich die betrachtete Kugelschale befindet, desto
kleiner ist Z’, das heisst die Zentralladung des Kerns wird abgeschirmt. Somit gilt

7' 2

Vir)=-— .
(r) dmegr

Fiir die maximale Energie von Elektronen im Potential V (r) gilt
Enax = Ep +V(r).

Mit (44) erhalten wir somit fiir die Elektronendichte am Ort r

Njw

p(r) = — (Qme)%wmax—vm)

_ 1 4
372\ K2 (45)
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‘ Abbildung 24: Qualitativer
Verlauf des Potentials V().

-800

Man kann nun in grober Néherung die ,,Anzahl“ Elektronen fiir eine Kugelschale numerisch
berechnen, daraus Z’ fiir die folgende Schale bestimmen, usw. Man kann aber auch den Uber-
gang zu infinitesimal schmalen Kugelschalen machen. Fiir das elektrische Potential ®(r) gilt

die Poissongleichung:

AD(7) = _Pe(F) :

€o

wobei po = —e p die Ladungsdichte ist. Aber es gilt natiirlich auch

Vi)

(I)(f>2_ + P,

wobei @, eine beliebige Konstante ist. Wir wihlen &, = %, verwenden (45) und erhalten
mit Riicksicht auf die Zentralsymmetrie

Njw

AD(r) = — (2me)g<e<1><r>> ,

-3 m2e, \ 2

d.h. in Kugelkoordinaten

1 d PQdéoo] e <2n%)%(e¢w»

r2 dr ar |~ 37m2e, \ K2

N|w
—

N

(@)
S~—

Die Losung der Differentialgleichung gentiige den Randbedingungen

r—0

lim (r®(r)) = 0

T7—00

lim (r &(r)) = 42; }
(47)
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Aus Gleichung (46) erhalten wir mit Riicksicht auf die Identitét

1 d [TQ d@(r)]

1d 1.d%(r&(r))
r2 dr dr r

den Ausdruck

1 d2(r ®(r)) _ e3 (2m6>%q)(r)%
r dr? 3m2e,

und weiter

A2(r ®(r e 2 Mg 31 3
(dfrz( : - 3m2e, < ) T (re(r) -

Wir werden anschliessend das Randwertproblem (46), (47) in eine dimensionslose Fassung
umformen. Dazu definieren wir die dimensionslose Grosse x und die dimensionslose Funktion

x(z). Es gelte

re(r) = Xx(z) .

Die Konstante £ muss demnach die Dimension von r haben und die Konstante x die Dimension

von r ®(r). Wir setzen dies in die Gleichung ein und formen um:

(X x(x)) e?  [2me\z 1 s
= 2
d(z )2 3712¢, ( 72 ) (ﬁsﬂc)% (X x(z))
X d?x(x) )2% e3 2 Mg 51 3
B4 = lgoas gz ) TTx)?
% dx 43 3T€e0 \ R 3
dQX(ﬂj .3 .1 eg 2Mme 3 1 3
Q2 X 372z, ( 72 ) x—%X(x)Q : (48)

Die dimensionslose Funktion y(z) soll gerade dem Verhéltnis zwischen dem realen, durch die
Elektronen abgeschirmten Potential des Atomkernes ®(r) und dem unabgeschirmten Coulomb-

Potential des Atomkernes WZ;T entsprechen:

X(ZC) = " Ze

dmweor

Die Konstante x ist somit gleich
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Fiir die Konstante # (mit der Dimension einer Lénge) wihlen wir einen Wert so, dass der
Faktor vor dem Term - X(l’)% auf der rechten Seite der Gleichung (48) gleich Eins wird:
T2
3% w3 £o h?
95 75 Mg €2
)3 A7e,h? _47r£0h2 '

= - Ao =
mee2

N

—
w

Me €2

[\)
Wl
who Wl

—~~
w
N

S~—

I
S
=]

[\)
wl~
N
ol

Damit ergibt sich aus (48) die sog. Thomas-Fermi-Gleichung:

d2x

1
A 2
dz?

W

=a zx (49)

Fine partikuldre Losung dieser Differentialgleichung ist dquivalent zur Losung des Randwert-
problemes (46), (47), wenn sie den Randbedingungen

lim (r ®(r)) Ze
1i — 1 r®(r) _ r—o — Are0 ]
x%X(:C) rlir(l) 4%20 4?50 4i:0 (50)
g x(@) =0
genlgt.

Die beiden #quivalenten Randwertprobleme (46), (47) und (49), (50) kénnen numerisch gelost
werden. Einige Werte fiir x(z) konnen der Tabelle 1 entnommen werden.

x x(x) || x xX(x) || x X(x) | x X(x)

0.00 1.000 | 0.9 0.453 || 3.4 0.135 || 9.0 0.0295
0.02 0.972 || 1.0 0.425 | 3.6 0.125 || 9.5 0.0268
0.04 0.947 || 1.2 0.375 | 3.8 0.116 | 10 0.0244
0.06 0924 || 14 0.333 || 4.0 0.108 | 11 0.0204
0.08 0.902 || 1.6 0.298 | 4.5 0.0918 || 12 0.0172
0.1 0.882 || 1.8 0.268 || 5.0 0.0787 || 13 0.0147
0.2 0.793 || 2.0 0.242 || 5.5 0.0679 || 14 0.0126
0.3 0.721 || 2.2 0.220 | 6.0 0.0592 || 15 0.0109
0.4 0.660 | 2.4 0.201 | 6.5 0.0521 || 20 0.0058
0.5 0.607 | 2.6 0.185 || 7.0 0.0461 || 25 0.0035
0.6 0.561 | 2.8 0.171 || 7.5 0.0409 || 30 0.0023
0.7 0.521 || 3.0 0.158 || 8.0 0.0365 || 40 0.0011
0.8 0.485 | 3.2 0.146 | 8.5 0.0327 || 50 0.0006

Tabelle 1: Dimensionslose Grossen fiir die Ladungsverteilung im Atom nach dem Thomas-Fermi Mo-
dell.
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Aus den angegebenen Werten kann die Elektronendichte p(r) berechnet werden. Aus (45) ergibt
sich mit Riicksicht auf Enax — V(1) = e ¢(r)

o) = oo (22 o)

o (2m)3 2L
T 3m2\ p? 47T€07”X

[SI[3Y

njo

1 (2m)3 Ze? (@) Ameqh2
= 5 5 P x(x , o= ——5—
3 h dme, (3777)31 Qo T e

25 7
3
2
1 4dmey 2 Ze?
= 2
32 ( e? ao) (3m) X(x)

X

_ 2z (X(x)>§ |

343
97 al

Naclh dem Thomas-Fermi Modell hat die Ladungsdichte bis auf einen Skalierungsfaktor, der von
Z~3 abhingt, fiir alle Atome den gleichen Verlauf. Der mittlere Verlauf wird dabei recht gut
wiedergegeben, aber die Schalenstruktur wird durch das Modell nicht beschrieben. Dazu muss
die Wechselwirkung zwischen den Elektronen vollsténdig beriicksichtigt werden, und nicht nur
in Form der Ladungsabschirmung.

Die Ladungsdichte nach dem Thomas-Fermi Modell ist ungenau sowohl fiir  — 0 wie auch fiir
r — 00, da sie die falschen asymptotischen Eigenschaften besitzt. Die wahre Ladungsdichte im
Mehrelektronenatom bleibt endlich gegen den Ursprung, und fillt ins Unendliche exponentiell
ab. Somit ist das Thomas-Fermi Modell limitiert auf Distanzen zwischen ca. a,/Z und einige
Bohrradien. Da fiir die meisten Atome die Mehrzahl der Elektronen genau in dieser Region
liegt, ist das Thomas-Fermi Modell trotzdem eine recht gute Naherung fiir diejenigen Gréssen,
die von der Gesamtheit der Elektronen abhingen, wie z.B. die Gesamtenergie des Atoms.
Grossen, die jedoch von der Ladungsverteilung der dussersten Elektronen bestimmt sind, wie
die Ionisationsenergie, sind dagegen nur schlecht abschétzbar.

7.4.2 Slater-Orbitale

Man koénnte die Zustandsfunktionen des H-Atoms nehmen und Z durch Z, ersetzen, wobei Z,
durch Variationsrechnung bestimmt, und jede Zustandsfunktion neu normiert werden miisste.
Slater hat fiir die Radialfunktionen eine vereinfachte Form vorgeschlagen. Die Zustandsfunktion
eines einzelnen Elektrons mit den Quantenzahlen n, [ und m; lautet:

Zr r

U gy (10, 9) = N el e e 20 Oy, (9) Py (40) -
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N ist die Normierungskonstante. Die Quantenzahl neg stimmt bis zu n = 3 mit der Hauptquan-
tenzahl {iberein, betrégt fiir n = 4, n =5 und n = 6 aber neg = 3.7, neg = 4 und neg = 4.2.
Werte fiir Z, findet man fiir den Grundzustand von Atomen bis zu Argon in Tabelle 2.

H He
1s | 1.0000 1.6875
Li Be B C N (0] F Ne

1s | 2.6906 | 3.6848 | 4.6795 | 5.6727 | 6.6651 | 7.6579 | 8.6501 | 9.6421
2s | 1.2792 | 1.9120 | 2.5762 | 3.2166 | 3.8474 | 4.4916 | 5.1276 | 5.7584
2p 24214 | 3.1358 | 3.8340 | 4.4532 | 5.1000 | 5.7584

Na Mg Al Si P S Cl Ar

1s | 10.6259 | 11.6089 | 12.5910 | 13.5754 | 14.5578 | 15.5409 | 16.5239 | 17.5075
2s | 6.5714 | 7.3920 | 8.2136 | 9.0200 | 9.8250 | 10.6288 | 11.4304 | 12.2304
2p | 6.8018 | 7.8258 | 8.9634 | 9.9450 | 10.9612 | 11.9770 | 12.9932 | 14.0082
3s | 25074 | 3.3075 | 4.1172 | 4.9032 | 5.6418 | 6.3669 | 7.0683 | 7.7568
3p 4.0656 | 4.2852 | 4.8864 | 5.4819 | 6.1161 | 6.7641

Tabelle 2: Werte fiir Z, fiir neutrale Atome im Grundzustand

Die Slaterfunktionen sind analytische Nidherungen, die an numerische Ergebnisse angepasst
sind. Die radialen Funktionen haben keine Knotenpunkte. Damit wird eine wichtige Eigenschaft
von s-Orbitalen (Aufenthaltswahrscheinlichkeit sehr nahe beim Kern) nicht beriicksichtigt.
Vorsicht mit Slater-Orbitalen ist bei Linearkombinationen und bei Integralen geboten, da die
Zustandsfunktionen verschiedener n aber gleicher [ nicht orthogonal zueinander sind. Jede
Zustandsfunktion muss normiert werden.

7.4.3 Methode von Hartree und von Hartree und Fock

Die grundlegende Idee fiir beide Verfahren besteht darin, das Mehrelektronenproblem wiederum
auf ein Einelektronenproblem mit modifiziertem Potential zu reduzieren. Man geht zunéchst
von den Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen im Coulombfeld des Kernes (ohne gegensei-
tige Wechselwirkung) aus. Nun denke man sich ein Elektron k herausgegriffen. Es bewegt sich
in einem Feld iiberlagert aus dem Coulombfeld des Kernes und dem Feld aller iibrigen Elek-
tronen. Die N&herungsmethode besteht darin, dass man, im Unterschied zum Thomas-Fermi
Modell, die Ladungsverteilung effektiv mit Hilfe der Einteilchen-Wellenfunktionen berechnet.
Um die Zustandsfunktion des Teilchens k in erster Niherung zu bestimmen, muss man die
Schrodingergleichung 16sen, in der neben dem Coulombfeld des Kerns noch die nullte Nahe-
rung der Wechselwirkung mit dem Feld der iibrigen Elektronen beriicksichtigt ist:

h? 7 e2 . . B
—— + Vk(o)(xk)] (@) = Byl (@), k=1,2..... 7,

C2me T Ame, | Ty

wobei die abstossende Wechselwirkung zwischen den Elektronen gegeben ist durch

2
2 -
1 e |1y (%)
737k ORaurn
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Es handelt sich um ein iteratives Verfahren. Die Einteilchen-Wellenfunktionen erster Néahe-
rung werden aus der Ladungsverteilung nullter Néherung berechnet und erlauben dann die
Bestimmung der Ladungsvereilung erster Ndherung, etc.:

PO L yO M Ly @ L L gl) Ly ) gl

Das Verfahren wird abgebrochen, wenn die Anderung von der Néherung 1) hin zur Néherung
Ut geniigend klein ist.

Hartree hat fiir die Ladungsverteilung angenommen, dass die Mehrteilchen-Wellenfunktion
durch das Produkt der Einteilchen-Wellenfunktionen gegeben ist. Wegen dem Pauli-Prinzip
ist das aber nicht der Fall. Im Modell von Hartree-Fock wird die Mehrteilchen-Wellenfunktion
unter Beriicksichtigung der Slater-Determinante gebildet. Korrekturen gegeniiber dem Hartree-
Verfahren sind in der Grossenordnung von 10 %.
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Das Hartree-Fock-Verfahren ist heute das Standardvefahren zur Berechnung der Elektronen-
struktur von Atomen und von Molekiilen. Es liefert den Schalenaufbau von Mehrelektronen-
Atomen.

Die Resultate der Hartree-Fock-Methode sind numerische Resultate fiir die Radialfunktio-
nen der einzelnen Elektronen. Fiir einzelne Anwendungen ist es aber praktisch, analytische
N&herungen anzugeben. Solche Naherungen wurden schon fiir den Grundzustand und einige
angeregte Zustinde des Helium-Atoms verwendet. Im Anhang F sind noch die Ndherungen
fiir die Zustandsfunktionen der einzelnen Elektronen im Grundzustand des Neon-Atoms an-
gegeben. In Abbildung 25 ist die radiale Verteilung der Elektronen im Neon-Atom nach dem
Thomas-Fermi-Modell und nach dem Hartree-Fock-Modell, wie im Anhang F beschrieben, auf-
gezeichnet.

7.4.4 Die Alkaliatome

Alkaliatome haben ein einzelnes Elektron ausserhalb einer abgeschlossenen Schale. Man erwar-
tet deshalb bei diesen Atomen die grosste Ahnlichkeit mit den Spektren von Einelektronen-
Atomen. Allerdings ist V(r) kein Coulombpotential mehr und die L-Entartung wird dadurch
aufgehoben. Fiir angeregte Zustinde sind die Abweichungen verglichen zum H-Atom umso
grosser je kleiner n und je kleiner L ist. Kleine Bahnquantenzahl L bedeutet, wie im letzten
Abschnitt ausgefiithrt wurde, dass die Wahrscheinlichkeit fiir sehr kleine r grosser ist.
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Abbildung 26: Vereinfachte Grotrian-Diagramme fiir die beiden leichtesten Alkaliatome Li
und Na. Die Wellenliingen bei Na Diagramm sind in Einheiten von 107! m angegeben (aus
Haken,Wolf (2003)).

7.5 Schalenmodell und periodisches System

Mendeljew und Meyer haben um 1869 die Elemente in ein bis heute giiltiges Periodensystem
eingeteilt. Die Einteilung erfolgte aufgrund von periodisch variierenden Eigenschaften der Ato-
me mit der Ordnungszahl. Am auffilligsten ist die Variation der Ionisationsenergie (Abbildung
27), aber auch Atom- und Ionenradien, die Werte fiir die Elektronenaffinitéit und die Oxidati-
onszahlen variieren periodisch. Es liegt an der Quantenphysik diese Periodizitéit zu erkléren.
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Abbildung 27: Absolutwerte der Ionisationsenergie in Funktion der Ordnungszahl Z.

Das Aufbauprinzip gibt an, wie die Orbitale eines Atoms besetzt werden miissen, um zur Konfi-
guration der Elektronen des Grundzustandes zu kommen. Das Prinzip lautet: Ein zusétzliches
Elektron besetzt das energetisch niedrigste, verfiigbare Orbital unter Beriicksichtigung des
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Pauli-Verbots. Existieren entartete Orbitale, so werden diese zunéchst einfach besetzt, bevor
sie unter Spinpaarung doppelt besetzt werden.

In Mehrelektronenatomen ist die Energie der Orbitale zur Hauptsache von der Hauptquanten-
zahl n und der Bahnquantenzahl L bestimmt. Da s-Elektronen sich teilweise sehr nahe beim
Kern aufhalten (siehe H-Atom) ist der Abschirmeffekt dort am geringsten. Dieser Effekt ist
so gross, dass, von der Hauptquantenzahl n = 4 an, n der s-Orbitale besetzt werden, bevor
(n — 1) der d-Orbitale besetzt werden.

Die Quantenzahlen n und L bestimmen die Schalen und Unterschalen der Atome. Fiir beide
Quantenzahlen gibt es spezielle Bezeichnungen, wobei uns jene fiir die Bahnquantenzahl, schon
geldufig ist:

n = 1 2 3 4
Bezeichnung: K L M N
L = 0 1 2 3
Bezeichnung: S P D F

Die Niveaufolge der dussersten Elektronen lautet:
1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s,

Um die Konfiguration der Elektronen eines Atoms anzugeben, werden alle besetzten Orbitale
mit der Besetzungszahl oben rechts aufgefiihrt:

Edelgas Elektronen Konfiguration

Helium 2 (1s)?

Neon 10 (1s)2(2s)?(2p)°

Argon 18 (15)2(25)%(2p)%(35)%(3p)°

Krypton 36 (18)%(25)*(2p)°(35)*(3p)°(48)*(3d) (4 p)°

Xenon 54 (15)*(25)*(2p)°(35)*(3p)°(45)? (3d)1°(4p)6( 8)%(4d)"(5p)°
Radon 86 . (3d)10(4p)8(55)2(4d)10(5p)¢(65)2(4£)14(5d)10(6 p)°

Ublicherweise werden bei der Angabe von Elektronenkonfigurationen gefiillte Edelgasschalen
weggelassen. Die Konfigurationen aller Elemente im Grundzustand sind in einer Tabelle im
Anhang E angegeben.

7.6 Spin-Bahnkopplung bei Mehrelektronenatomen (Vektorgeriistmodell)

Bei der bisherigen Diskussion haben wir vorausgesetzt, dass sich die Gesamtzustandsfunkti-
on aus separierbaren Zustandsfunktionen der einzelnen Elektronen zusammensetzt. Bei den
Zustandsfunktionen der einzelnen Elektronen wurde die Wechselwirkung zwischen Bahndre-
himpuls und Spin vernachléssigt. Diese Wechselwirkung soll nun diskutiert werden. Es gibt die
schon behandelte Wechselwirkung zwischen dem Bahndrehimpuls und dem Spin des einzelnen
Elektrons, es gibt aber sicher auch eine Wechselwirkung zwischen den Bahndrehimpulsen der
Elektronen untereinander (und den Spins untereinander) und es stellt sich zunéchst die Frage,
welche Wechselwirkung stéarker ist.

Ist die Spin- Bahndrehlmpuls Koppelung der einzelnen Elektronen stérker, koppeln jene vorerst
zum Gesamtdrehimpuls j; = l + 5; des Einzelelektrons und fiir das Atom gilt:

-7
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Ist jedoch die Wechselwirkung der Bahndrehimpulse der Elektronen untereinander und die
Wechselwirkung der Spins der Elektronen untereinander stérker als die Wechselwirkung des
Bahndrehimpulses und des Spins des einzelnen Elektrons koppeln die Bahndrehimpulse der
Elektronen vorerst zum Gesamtbahndrehimpuls L= Zl und die Spins der Elektronen zum
Gesamtspin S = > §; und fiir das Atom gilt:

-

J=L+8S.
Letzteres ist bei leichten Atomen der Fall. Die Kopplung wird als LS-Kopplung oder Russel-

Saunders-Kopplung bezeichnet. Wir werden uns auf diese Kopplung beschrinken.

Zum gesamten Bahndrehimpuls E, der sich aus den Bahndrehimpulsen der Einzelelektronen
addiert, muss es eine Quantenzahl L und eine magnetische Quantenzahl M; geben. Es muss
gelten:

L] = L+,
L. = Mph,

wobei M; =—-L, —L+1, ..., L.

Ahnliches gilt auch fiir den gesamten Spin:

\ﬁ\ = /S(S+1)h,
S, = Mgh.

Fiir die Quantenzahl S gibt es folgende Moglichkeiten:

Bei 2 Elektronen: S=0 S=1
Singulett Triplett

Bei 3 Elektronen: S = % S = %
Dublett Quartett

Bei 4 Elektronen: S=0 S=1 S=2
Singulett Triplett Quintett

Fiir die Vektoren des magnetischen Dipolmoments des Bahndrehimpuls und des magnetischen
Dipolmoments des Spins eines einzelnen Elektrons gilt:

- (S f
M = 2 Me git,
_ € N
Hs = — gs S

2Mme
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Fiir ein Mehrelektronenatom gilt bei Russel-Saunders Kopplung entsprechend:

gli+gS§) g=1 gs=2:

g soll mit dem Vektorgeriistmodell nach dem Kosinussatz berechnet werden:

JWJ+1)—L(L+1)+S(S+1)
2V J(J+1)/S(S+1)

—2; (J-T+8-7)

2fne (‘jr—k‘g‘ ‘f‘ cosv)

ane (‘j’+‘§’0057>

2 | (7ig),|

s JT ) —L(L+1)+S(S+1)
7]+ 15] NI ENEICESY
J(J+1)h

S(S+1)h

L AU LI+ +S(S+1) 5

2J(J+1)

7.7 Terme und Auswahlregeln fiir elektrische Dipolstrahlung

Bei Mehrelektronenatomen muss bei den Bezeichnungen zwischen dem Zustand eines einzelnen
Elektrons, der Konfiguration der Elektronen und dem sogenannten Term unterschieden werden.
Der Term eines Atoms (im Grundzustand oder im angeregten Zustand) gibt Auskunft iiber
die Quantenzahlen L, S und J. Diese Begriffe beziehen sich auf die Russel-Saunders-Kopplung
von Bahn- und Spin-Momenten, die bei leichten Atomen gilt.
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Einzelnes Elektron Term eines Atoms

n 25+1

\ e \2 J
2p1 Pq
2\]' ™~

L

J

Die Quantenzahlen L, .S und J folgen nicht direkt aus der Konfiguration der Elektronen.

Die Hund’schen Regeln helfen, sie zu bestimmen. Sie lauten:

e Im Grundzustand koppeln die Elektronenspins so, dass S maximal ist, das heisst grosstmaogli-
che Zahl paralleler Spins.

e Allgemeiner: der Term mit dem grossten Betrag des Gesamtspins S (hochste Multipli-
zitét) liegt energetisch am tiefsten.

e Bei gegebener Multiplizitéat liegt der Term mit dem grossten Bahndrehimpuls am tiefsten

e Bei gegebenem S und L liegt das Niveau mit dem kleinsten J energetisch am tiefsten,
wenn die Schale weniger als halb gefiillt ist. Wenn die Schale mehr als halb gefiillt ist,
ist dasjenige mit dem grossten J energetisch am tiefsten.

Die folgenden einfachen Beispiele sollen die Hund’schen Regeln veranschaulichen:

*—
*—
[
*—
*—
[ o

—>
—>

»

*~—

»

—>

| -

Bor Kohlenstoff Stickstoff Sauerstoff
1s22s%2pt 15%25%2p? 1s%2s22p? 1s%2s22p?
Py s Py 1S3/2 5Py

Fiir die Emission von elektrischer Dipolstrahlung gelten fiir Mehrelektronenatome zusétzliche
Auswahlregeln. Zusammengefasst gilt:

Fiir das tibergehende Elektron gilt:

Al = =41,
Aj = +1 oder 0.
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Fiir das Gesamtatom gilt zusétzlich:

AL = =£1 oder 0,
AS = 0,
AJ = =£1 oder 0.
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8 Rontgenspektren

8.1 Bremsstrahlung und charakteristische Strahlung

Rontgenstrahlen (X-ray) sind elektromagnetische Strahlen mit einer Wellenléinge zwischen 10~
bis 10~ m, entsprechend einer Photonenenergie von rund 1 bis 100 keV. Réntgenspektren
konnen Auskunft iiber die Energieniveaus von Elektronen auf inneren Schalen geben.

Rontgenstrahlen werden beispielsweise erzeugt, wenn Elektronen mit einer kinetischen Energie
von 1 bis 10® keV auf eine Anode aus Schwermetall treffen. Rund 1% der Elektronen gehen
dann eine Wechselwirkung ein, welche zu Rontgenstrahlung fiihrt. Bei der Intensitétsvertei-
lung der Rontgenstrahlen in Funktion der Wellenldnge unterscheidet man ein Bremsspektrum
(kontinuierlich) und ein charakteristisches (charakteristisch fiir Anodenmaterial) Spektrum (Li-
nienspektrum). Rontgenstrahlung kann nur mit Materialien erzeugt werden, deren Atome eine
geniigend hohe Kernladungszahl haben.

Bremsspektrum: Elektron wird im Feld des unabgeschirmten Kerns abgelenkt und abge-
bremst. Im Grenzfall wird die ganze kinetische Energie auf das Rontgenquant iibertragen. In
diesem Fall gilt:

hfmax = Ekin = er .

Die Intensitédt I in Funktion der Frequenz, respektive der Wellenlédnge, kann n&dherungsweise
(fiir nicht zu kleine Energien) wie folgt angegeben werden:

I(f)df = constZ (fmax — f)df,
27 /1 1
INdN = constc)\—z(m—x> d\ .

50 kV

<
Abbildung 28: Intensitétsvertei-
lung I(A) fiir verschiedene Be-
schleunigungsspannungen fiir eine
0.2 0.4 0.6 0.8 ] Wolframanode. Die Intensitét ist in

A 1071 m] willkiirlichen Einheiten angegeben.
Charakteristisches Spektrum: Ein Elektron einer inneren Schale wird herausgeschlagen.
Beim Auffiillen der Liicke durch #dussere Elektronen wird charakteristische Strahlung emit-
tiert.



82

8.2 Feinstruktur der Rontgenenergieniveaus

Wird ein Elektron aus der K-Schale entfernt (n = 1), kann ein Elektron aus der L-Schale
(n = 2) unter aussenden eines Photons nachriicken. Es kénnen auch Elektronen aus dusseren
Schalen direkt die Liicke in der K-Schale auffiillen, aber mit geringerer Wahrscheinlichkeit.
Man erhilt somit ein Spektrum, das gewisse Ahnlichkeiten (in der Art, aber nicht beziiglich
Energien) mit dem Spektrum des H-Atoms hat. Deshalb sind auch die Bezeichnungen #hnlich.
K-Strahlung nennt man alle Linien, welche durch Ubergang in die K-Schale entstehen usw.
Auch bei den inneren Schalen muss schon die Abschirmung des Kerns durch die Elektronen
beriicksichtigt werden. Néherungsweise gilt:

3

5 2
h = — Z —T74
fLa 36 Ry ( 74)°

wobei Ry = 13.6 eV die Rydberg-Konstante ist.

8.2 Feinstruktur der Rontgenenergieniveaus

Die mit K., Kg usw. bezeichneten Ubergiinge sind Uberginge zwischen Energieniveaus mit
verschiedener Hauptquantenzahl. (K, steht fiir den Ubergang L — K, Kz fiir M — K). Des
weiteren spalten die einzelnen Ubergénge auf und werden mit K1, Kue2, usw. bezeichnet.

Griinde fiir die Aufspaltung sind:

e Aufhebung der [-Entartung im Mehrelektronenatom (Abweichung vom Coulombfeld),

e Spin-Bahnkopplung, welche erhebliche Werte annimmt, da sie mit Z* wiichst.

Die Feinstruktur der Rontgenenergieniveaus kann bis 2000 eV betragen.

K-Kante L-Kante

M-Kante

A A

8.3 Absorptionsspektren

K (n=1)

Abbildung 29: Diskretes Ener-
giespektrum der charakteristischen
Rontgenstrahlung. Die dick aus-
gezogenen Linien charakterisieren
die Absorption. Entsprechend viel
Energie braucht es um ein Elek-
tron aus der K-, L- oder M-Schale
zu schlagen. Auch die Rontgenspek-
tren haben Serien (K-, L-, M-Serie).
Die Uberginge von benachbarten
Schalen (mit a bezeichnet) sind am
wahrscheinlichsten.

Fiir die Absorption von Rontgenstrahlen gilt folgendes Gesetz:

I(z) =1, "*.
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8.3 Absorptionsspektren

w ist der lineare Schwichungskoeffizient (Absorption und Streuung). Er hidngt hauptséchlich
von der Ordnungszahl des Absorbers und der Energie der Rontgenstrahlung ab. Die Absorption

erfolgt hauptséchlich durch einen inneren Photoeffekt.

M fom

e Typisch ist eine Abnahme von g mit zunehmender Energie der Rontgenquanten, aber
jeweils ein sprunghafter Anstieg beim Erreichen einer Absorptionskante (Abbildung 30).

e Elektronen kénnen von einer inneren Schale nur in den ionisierten Zustand gebracht
werden, da die benachbarten dusseren Schalen bereits voll besetzt sind.

e Weit weg von Absorptionskanten gilt ndherungsweise

Zk

Habs = ————=

(hf)?

)

wobei k zwischen 3 und 4.
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Abbildung 30: Linearer
Schwichungskoeffizient — p  fiir
Blei in Funktion der Energie FE,
der einfallenden Rontgenquanten.
Die L-Kante ist entsprechend
der Feinstruktur in drei Maxima
aufgespalten

Die grosse Z-Abhéngigkeit ist schuld, dass Knochen mit Kalzium (Z = 20) viel stéirker absor-

bieren als Gewebe (hauptséchlich H, C, O und N).
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0 Atome in dusseren Feldern

9.1 Der Zeeman-Effekt (1896 entdeckt)

Befindet sich ein Gas, welches Photonen emittiert, in einem Magnetfeld, so werden die Spek-
trallinien in mehrere Linien aufgespalten.

9.1.1 Klassische Uberlegungen nach Lorentz

Die Uberlegungen basieren auf dem Bohrschen Atommodell. Die Bewegung eines Elektrons
kann allgemein in linear unabhingige Komponenten zerlegt werden, beispielsweise in drei
Schwingungen entlang der Koordinatenachsen x, y, und z. Hier wollen wir aber die Bewegung
des Elektrons zerlegen in eine Schwingung entlang der z-Achse und in zwei Kreisbewegungen
in der (z,y)-Ebene, die eine im Uhrzeigersinn, die andere im Gegenuhrzeigersinn.

Nun wird langsam ein dusseres Magnetfeld B eingeschaltet, das in Richtung der z-Achse weist.
Auf das Elektron wirkt nun eine Lorentzkraft. Die Bewegungskomponente der Schwingung in
z-Richtung wird dabei nicht beeinflusst. Die beiden Komponenten der Kreisbewegung werden
jedoch veréndert, da die Lorentzkraft die Zentripetalkraft F,;, vergrossert (bei der Bewegung im
Gegenuhrzeigersinn) bzw. verkleinert (Uhrzeigersinn). Die verschiedenen Komponenten werden
wie folgt bezeichnet:

m : Schwingung in z-Richtung,
ot Kreisbewegung im Gegenuhrzeigersinn,
o~ : Kreisbewegung im Uhrzeigersinn.

Eine einfache klassische Uberlegung ergibt:

Fy = me Wwrr

— 0Fp = 2mewriw

(|6w| sei klein). Verédnderung der Zentripetalkraft, d F, infolge der Lorentz-Kraft:

2mewrdw = =TeBw
= ZfeBuwr.

Somit folgt fiir die Verdnderung der Kreisfrequenz

eB

ow = i2 g (54)
und somit
0E = h 6wB
= + ;me h

= :IZMBB-
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Spektrallinien, die aufgrund von Ubergiingen von Elektronen zwischen verschiedenen Zusténden
entstehen, verdndern ihre Frequenz und spalten sich somit auf. Die Erhohung der Anzahl be-
obachteter Spektrallinien bei einem dusseren Magnetfeld wird als Zeeman-Effekt bezeichnet.

Je nach Richtung der Beobachtung des Elektrons ergibt sich die Polarisierung der Photonen,
die durch den Ubergang zwischen Energieniveaus ausgesendet werden. In z-Richtung sind Pho-
tonen alle drei Komponenten linear polarisiert, in z-Richtung ist die o™-Spektrallinie rechts-
zirkular polarisiert, die o~ -Spektrallinie linkszirkular, und die 7-Linie kann nicht beobachtet
werden, da der Hertz’sche Dipol entlang der Schwingungsachse keine Strahlung emittiert.

Abbildung 31: Die Figur veranschaulicht die drei li-
near unabhéngigen Komponenten der Bewegungen ei-
nes Elektron im Bohr’schen Atommodell.

9.1.2 Quantenmechanische Uberlegungen

Voraussetzung: Schwaches Magnetfeld B (d.h. |B| < 1 Tesla), damit die Wechselwirkung
der Drehimpulse mit dem Magnetfeld kleiner als die Spin-Bahn-Kopplung ist. In diesem Fall
prézediert der totale Drehimpuls J = L+S um die Richtung des Magnetfeldes; Bahndrehimpuls
L und Spin S allein prizedieren hingegen nicht um die Richtung des Magnetfeldes, denn sie
sind nicht unabhéngig voneinander. Die potentielle Energie des magnetischen Dipolmoments
fi; im Magnetfeld B betrigt im zeitlichen Mittel (analog zu (21))

(VB) = —<ﬁJ‘§>
= —(jis)- B,

wobei ein konstantes Magnetfeld vorausgesetzt wird. Mit Riicksicht auf (51) erhalten wir

(Br) = <_9J%j>

Wenn das Magnetfeld B entlang der z-Achse gerichtet ist, dann betriagt die Energieverschie-
bung infolge des Magnetfeldes
AEp = (Vg)
- oMU B N B—J.B= _ .
= <J> B, <J> B=J-B=J,B=M;hB :
= gsuM; B, (55)
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wobei
My = —J, ..., J,
(53) 1JrJ(J+1)—L(L+1)+S(S+1)
9= 27 (J+1) ‘

Im schwachen Magnetfeld spaltet jedes Niveau in 2 J + 1 dquidistante Linien auf. Der Ener-
gieunterschied zwischen den Linien ist proportional zur magnetischen Feldstéarke B.

Bei der Beurteilung von Spektren ist eine zusétzliche wichtige Auswahlregel fiir elektrische
Dipolstrahlung zu beachten:

AMj;=0 oder =£1.

Man unterscheidet zwischen dem ,normalen“ und dem ,anomalen“ Zeeman-Effekt (Abbil-
dungen 32 und 33). Diese Bezeichnung ist ungliicklich und historisch bedingt. Der ,anomale*
Zeeman-Effekt ist der Regelfall.

Abbildung 32: Beispiel fiir den ,,norma-
len“ Zeeman-Effekt (Gesamtspin S = 0):
Aufspaltung einer Linie in drei Linien. Je
drei Uberginge stimmen iiberein, da die
Aufspaltung beim oberen und unteren Ni-
veau die gleichen Energieabstéinde hat.
S1=5=0

Ji=L =1

1P1 ! Jo=Lo =2

9s("P) = g;("D2) =1

Q
a
Q
Q
a
Q
Q
|
a
Q
o =N Z
(-

' '
N

2
P1/2 %3

%

‘ ‘ Y Abbildung 33: Beispiel fiir den ,,anoma-
len* Zeeman-Effekt (S # 0): Aufspaltung
einer Linie in vier Linien. Die Aufspal-
tung beim oberen und unteren Energie-

\ \ niveau haben nicht die gleichen Energie-

abstéinde.
, % Si=8%=1
Sin L1=0, Ly=1
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9.2 Paschen-Back- und Stark-Effekt

In sehr starken Magnetfeldern Vg > Vg sind Lund § entkoppelt. Beide prézessieren einzeln
um die Richtung des Magnetfeldes (stark heisst z.B. fiir Lithium grosser als 3 Tesla, fiir Natrium
aber grosser als 20 Tesla). Die Energieaufspaltung betréigt dann:

AEg = —ji,-B—jis-B
L - S -
= ~.B Z.B
gL kB 3 +95M13h

- %B(MLHHMSH)B

= up(Mp+2Mg)B.

Dies ist der Paschen-Back-Effekt.

Der Stark-Effekt behandelt die Auspaltung von Energieniveaus in &dusseren elektrischen Fel-
dern. Er wird im Rahmen dieser Vorlesung nicht behandelt.

9.3 Dia- und Paramagnetismus

Magnetische Permeabilitéit 1,
magnetische Suszeptibilitit XM =p—1,
Diamagnetische Materialien xp <0,
Paramagnetische Materialien xp > 0.

9.3.1 Diamagnetismus

e Diamagnetische Atome haben kein permanentes magnetisches Dipolmoment:
L=S5S5=J=0.

e Das dussere Magnetfeld induziert in der Elektronenwolke eine Art , Kreisstrome*. Nach
der Lenz’schen Regel erzeugen diese ein entgegengesetzt gerichtetes Magnetfeld.

Auf eine Behandlung des Diamagnetismus nach der Quantentheorie wird verzichtet. Stattdes-
sen soll der Effekt mit dem Bohrschen Atommodell noch kurz diskutiert werden.

Wir betrachten ein homogenes Materiestiick vom Volumen V| das aus N gleichartigen Atomen

besteht. Das Atom k, k =1, ..., N, hat Z Elektronen, die sich in der mittleren Entfernung
GRS W0
k e
r Z Z:ZI r

kreisformig um den Kern des Atoms bewegen, wobei die Richtungen ihrer Bewegungen gleichméssig
iiber das Materiestiick verteilt seien.
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Das Materiestiick werde nun in ein homogenes Magnetfeld B gegeben, dessen Magnetfeldli-

nien in Richtung der Koordinatenachse z verlaufen. Wir wissen, dass sich dabei jeweils die

z-Komponente der Winkelgeschwindigkeiten der Elektronen verdndert, gemiss (54) eben um
[S]

dw, = %. Folglich verdndert sich beim Atom k erstens der mittlere atomare Kreisstrom der

Elektronen in der zy-Ebene, und zwar um

—Zedw, r) B —-Ze*’B
2mrE)  Admwme

Sigy =

und damit zweitens auch die z-Komponente des atomaren magnetischen Dipolmoments, dies
um

optk) = Olgy T (7}5;’;))2 = ﬂ T <7"(k))2 = _4Z7§jB <T§Z))2 ;

wobei ré’;) der in der zy-Ebene gemessene mittlere Abstand der Elektronen des k-ten Atoms

vom Kern dieses Atoms bedeutet. Uber alle Atome gemittelt und mit der Atomdichte n = N/V/
multipliziert ergibt sich aus dieser Grosse die Magnetisierung M des Materiestiicks:

M = nop.

(P+?+z_2) - é??

Wl

Die diamagnetische Suszeptibilitét betriagt folglich

M "o B _ B
P H’ to (1 +xP) Mo
_ oM
B
_ _,uOnZeQT—2
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9.3 Dia- und Paramagnetismus

9.3.2 Paramagnetismus freier Atome

Falls bei einem Atom \j | # 0, so hat es ein permanentes magnetisches Dipolmoment,

. UB 7
— g2 T
125} tha
wobei
: JJ+1)—-L(L+1)+S(S+1
gy @1 JUAD LI+ D+S(S+1)

2J(J+1

)

Die Energieéinderung in einem &usseren Magnetfeld B betrigt:

AFEp . gJus My ‘§’ :

Der Ausrichtung der magnetischen Dipole im #usseren Feld steht die thermische ungeordnete
Bewegung gegeniiber. Das Prinzip der Berechnung der paramagnetischen Suszeptibilitét soll
an einem einfachen Beispiel demonstriert werden.

2
S
12 24, B

Abbildung 34: S,-Zustand (S = 3, L =0, J = }).
2

Das Energieniveau spaltet im dusseren Magnetfeld in

zwei Niveaus auf (M; = § und My = —1). Ferner ist

97 =2.

Wir betrachten wieder ein homogenes Materiestiick vom Volumen V', das aus N gleichartigen
Atomen besteht. Die Atome befinden sich im Grundzustand 251 mit der Energie Ey, haben
2

also die Quantenzahlen S = %, L=0und J = % Folglich ist fiir alle Atome g; = 2 sowie

entweder Mj; = % oder Mj; = —%. Im &usseren Magnetfeld B haben die Atome entweder die
Energie Fy = Eg—pup B oder die Energie Fo = Fy+ pup B. Damit kénnen wir mit Riicksicht auf
die Boltzmann-Verteilung (5) die Besetzungszahlen der beiden Energieniveaus ausrechnen:

e B

e kT
M = N7
e kT +e kT

_eBEB

e kT
N2 = N »wp B _;LBB *

Abschéitzung der Grossenordnung:

0.927-1072 JT7!

B =

B = 1T

T = 293K

k= 1.38-1078 JK!
ps B 2.1073 .




90

9.4 Direkte Messung des paramagnetischen Moments (Elektronenspinresonanz ESR)

Da der Energieunterschied sehr klein gegeniiber k7T ist, ist auch der Unterschied der Beset-
zungszahlen N7 und Na sehr klein. Fiir die Magnetisierung ergibt sich, wenn ji; das magneti-
sche Dipolmoment der Atome mit der Energie F; ist und fis das magnetische Dipolmoment
der Atome mit der Energie Fo,

M

|itor|
Vv
| N1 fi1 + Na jis]
1%
(N1 — Na2) s
14
up B

Ne kT —e kT
wp B uwp B /’LB
e ET +e kT

%

B
n tanh (%) UB ,

wobei n = N/V die Atomdichte ist. Geniigend grosse Temperaturen vorausgesetzt ist

sehr klein, so dass in guter Ndherung tanh (

M=~n

u B
LT UB -

up B
kT

~ bBB

~

kT

und weiter

Damit ergibt sich fiir die magnetische Suszeptibilitédt der Materie:

XP

Fiir Material mit beliebigem J fiihrt die Rechnung auf Brioullin Funktionen. Fiir

H= ———
No(1+XP)

B

gilt niherungsweise (ohne Herleitung):

XpP

Q

pon gy J (J+1)
const
T

13

3kT

B

~—
Ho

pB B
kT

uB B
kT

<1
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Ya
Y

RZ)
Abbildung 35: Ein P-Niveau mit J = 3/2

-3 wird in einem Magnetfeld in vier Niveaus
aufgespalten. Die Aufspaltung ist propor-
» B tional zum Magnetfeld By.

9.4 Direkte Messung des paramagnetischen Moments (Elektronenspinresonanz
ESR)

Grundidee: Man erzeugt mit einem Magnetfeld eine Zeeman-Aufspaltung und misst die Reso-
nanzfrequenz (AE = h Aw) von Ubergéngen innerhalb des Niveaus.

Elektrische Dipolstrahlung ist innerhalb des P-Niveaus nicht moglich da Al # 1, aber magne-
tische Dipolstrahlung ist moéglich. Zur Messung der Resonanzfrequenz dient die in Abbildung
36 skizzierte Versuchsnordnung.

Klystron

Probe

Magnetspule
Magnetspule

Abbildung 36: Schematische Anordnung
Resonator zur Messung der Resonanzfrequenz bei
der direkten Messung des paramagneti-

Detektor schen Moments.

Abschéitzung der Grosse der Resonanzfrequenz: B, sei 0.3 Tesla:

AE = /~LBB0
2.107% eV,

AE

I =
~ 4-107s7!

(entspricht im Vakuum einer Wellenléinge im Mikrowellenbereich von rund 75 mm).

Bei der Kernspinresonanz ist AE rund zwei Grossenordnungen kleiner und somit die Wel-
lenldnge des Ubergangs zwei Grossenordnungen grosser, also im Meterbereich (Radiowellen).
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10 Molekiile

Unter Molekiilen versteht man eine feste Anzahl Atome, welche gegenseitig so stark gebun-
den sind, dass sie bei den meisten Experimenten als ein Teilchen betrachtet werden kénnen.
Hier sollen die beiden wichtigsten Bindungstypen, namentlich die Ionenbindung und die kova-
lente Bindung, diskutiert werden. Weitere Bindungsarten werden in Abschnitt 10.3 nur kurz
erlautert.

10.1 lonenbindung

Auch heteropolare Bindung genannt. Die Molekiile zeichnen sich durch grosse elektrische Di-
polmomente aus. Typische Beispiele sind alle Salze. Hier soll als einfaches Beispiel das NaCl-
Molekiil diskutiert werden.

Energiebilanz:
Tonisationsenergie: Natrium Na — Na* —5.14 eV
Elektronenanlagerungsenergie: Chlor Cl — Cl~ +3.65 eV
Bilanz —1.49 eV

Es braucht also 1.49 eV Energie, um aus einem neutralen Na- und einem neutralen Cl-Atom
ein Tonenpaar zu schaffen, dessen Ionen weit voneinander entfernt sind. Bei der Anndherung
der beiden Ionen wird aber wieder Energie gewonnen:

e2

ECoul. = Arer
o

Die beiden Ionen kénnen sich aber nicht beliebig nahe kommen, da es auch abstossende Kréfte
gibt. Diese Krifte sind:

e Coulombabstossung der Elektronen der ,,abgeschlossenen Schalen (sobald sich diese be-
ginnen zu iiberlappen).

e Wenn sich die Schalen beginnen zu iiberlappen, gilt das Pauliprinzip fiir beide Elektro-
nenschalen gemeinsam, und Elektronen miissen in héhere Energiezustéinde ausweichen.

Experimentell ist bekannt, dass der Kernabstand zwischen Na und Cl 7 = 2.4 - 1071% m be-
trigt. Die reine Coulombenergie bei diesem Abstand wiirde —e?/(47e,7) ~ —6 eV betragen.
Infolge der abstossenden Krifte betrdgt sie aber etwas weniger. Der Potentialverlauf kann
niherungsweise wie folgt dargestellt werden:

2 T
12692 eV -e 18T

B(r) =149 eV — - °

TEQT

Die entsprechende Kurve ist in Abbildung 37 dargestellt.
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5,
4,
3,
2  Elx) =149V

= 17

9,

= 0

o4l
2 Abbildung 37: Verlauf der Energie eines
-3 Na~ und eines Clt Ions in Funktion des
—4r Abstandes der beiden Kerne. Falls der
B 5 4 6 & 10 12 12 16 18 20 22 24 Abstand Kkleiner als rund 17 a, ist, wird

t/a der Zustand bindend.

10.2 Die kovalente Bindung

Auch homoéopolare Bindung oder Elektronenpaar-Bindung genannt. Die Molekiile haben klei-
ne elektrische Dipolmomente. Als typisches einfaches Beispiel soll das Ho-Molekiil diskutiert
werden.

Die Bindung kommt zum Tragen, wenn als Folge der Ionisation des einen Atoms, der Elek-
tronenanlagerung am andern Atom und der Anndherung der beiden Ionen kein gebundener
Zustand entsteht.

Bei der kovalenten Bindung ,teilen® sich zwei Atome in 1 oder 2 Elektronen.

Vorbereitung: H,y-Molekiil-lon

Abbildung 38: Lage und Bezeichnungen bei 2 Ato-
a ab b men in kovalenter Bindung

Solange die Kerne weit voneinander entfernt sind, ist e entweder bei Kern a oder bei Kern b.
Die Zustandsfunktion ist dann bekannt (z. B. ¢, ;. (ra)).

Wenn der andere Kern nédher kommt gibt es

e cine anziechende Kraft auf das Elektron,

e cine abstossende Kraft auf den Kern.

Wir betrachten vorerst ein Elektron im Feld zweier Kerne mit festem Abstand r,, (Coulom-
babstossung der Kerne wird vorerst noch nicht beriicksichtigt):

h? e? e?
— A — — Uy =FEWUy. 56
( 2Me dmegr, 4meoTh M M (56)
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Man versucht eine Naherungslosung durch die Linearkombination der atomaren Wellenfunk-
tionen ¥(r,) und ¥(rp) zu finden:

\I/M =C \I/(Ta) + o \I/(Tb) .
Ohne Herleitung sei mitgeteilt, dass es zwei prinzipiell verschiedene Ndherungslosungen gibt:

\IJM = C(\Ija+‘ljb) )
Uy = (U, —0y) .

Abbildung 39: Potentielle Energie V(r)
eines Elektrons im Feld von zwei Kernen
a und b mit festem Abstand.

Es handelt sich also um eine symmetrische und eine antisymmetrische Zustandsfunktion. Sie
konnen wie folgt charakterisiert werden (Abbildung 40):

W=\|"a+ lllb \|f=\|fa— "ljb

Abbildung 40: Schematische Darstellung der symmetrischen und der antisymmetrischen Zu-
standsfunktion bei festem Kernabstand.

Fiir die antisymmetrische Zustandsfunktion ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit, das Elektron
in der Mitte zwischen den beiden Kernen zu finden, wo es die grosste bindende Wirkung hétte,
gleich Null. Bei der symmetrischen Zustandsfunktion ergibt sich eine von Null verschiedene
Wahrscheinlichkeit.
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101
8F +
3 6f
2
o
o 4r
C
9) symmetrische antisymmetrische
g ol Zustandsfunktion Zustandsfunktion
©
& Abbildung 41: Schematische Dar-
0 stellung der Bindungsenergie fiir
das H; -Tonmolekiil in Funktion des
-2r Kernabstandes fiir die symmetri-
0 ] ) 3 4 5 6 sche und d1§ antisymmetrische Zu-
LN standsfunktion.

Falls man die Gesamtenergie des Systems inklusive Coulombabstossung der beiden Kerne in
Funktion ihres gegenseitigen Abstandes 7,1, berechnet (Abbildung 41), ergibt sich, dass nur die
symmetrische Zustandsfunktion ¥y; zu einem gebundenen Zustand fiihrt.

Hs-Molekiil

Nun muss auch noch das zweite Elektron beriicksichtigt werden. Es gibt hauptséchlich zwei
verschiedene Verfahren, das Problem zu lésen:

e Nach Heitler und London: Das Problem wird mit einer Art Variationsverfahren numerisch
gelost.

e Nach Hund und Mullikan mit der LCAO-Methode (Linear Combination of Atomic Or-

bitals). Die Uberlegung ist jener, welche wir fiir das Hy -Ton durchgefiihrt haben, sehr
ghnlich.

Hier wird auf keines der Verfahren ndher eingegangen. Die LCAO-Methode ist universeller und
kann besser auf andere Molekiile iibertragen werden. Die hauptsichlichsten Ergebnisse fiir das
Hs-Molekiil lauten:

e Es gibt einen gebundenen Zustand nur fiir eine symmetrische Ortsfunktion. Damit muss
der Spinanteil antisymmetrisch sein (Spins antiparallel).

e Die Bindungsenergie betrigt —4.7 eV, der Abstand der beiden Kerne im Gleichgewicht
Tab = 0.7-10710 m.

Fiir die kovalente Bindung gilt allgemein:

Fiir diese Bindung tragen nur ungepaarte Elektronen der dussersten Schale der einzelnen Atome
bei. Das bedeutet beispielsweise:

e Stickstoff (N) hat drei Elektronen in der #usssersten Schale. Alle haben parallelen Spin
und sind damit ungepaart. N kann somit mithelfen, 3 Elektronenpaare zu bilden — NH3.
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e Sauerstoff (O) hat vier Elektronen auf der dussersten Schale. Zwei sind gepaart, so dass
nur zwei ungepaarte Elektronen fiir Elektronenpaar-Bindungen zur Verfiigung stehen —
H>O.

Hier wurden bisher zwar typische aber ausgewihlt einfache Beispiele behandelt. Oft ist die
Chemie viel komplexer. Kohlenstoff (C) hat im Grundzustand 2 ungepaarte Elektronen auf
der dussersten Schale. Trotzdem bildet Kohlenstoff das hdufige und &usserst stabile Molekiil
CH4 (Methan). Dies ist moglich, weil das C-Atom sehr leicht in einen Zustand tibergeht, mit
einem 2s-Elektron und drei (ungepaarten) 2 p-Elektronen.

10.3 Weitere Bindungstypen

Vier weitere Bindungsmechanismen sollen hier noch kurz erwdhnt werden. Meist reichen die
Wechselwirkungen nicht aus, um ein Molekiil zu bilden, sind aber wichtig z.B. bei Substruk-
turen in Fliissigkeiten und bei Adsorptionseffekten.

¢ Dipol-Dipol-Wechselwirkung: Dipolmolekiile beeinflussen sich gegenseitig, indem die
positiven Enden der Molekiile von den negativen Enden von Nachbarmolekiilen angezogen
werden.

e Wasserstoffbriicken: Sie treten bei Wasserstoffverbindungen mit stark elektronegati-
ven Elementen auf. Beispiele sind HCL, HyO, NH3. Der Mechanismus ist der Dipol-
Dipol-Wechselwirkung dhnlich, aber die Bindungsenergie ist grosser (0.2 — 0.4 eV). Die
Bindungsart hat eine grosse Bedeutung fiir alle Lebensformen. Sie ist beispielsweise ver-
antwortlich fiir den hohen Schmelzpunkt und die hohe Schmelzenthalpie von Wasser. Sie
ist aber auch verantwortlich dafiir, dass Eiweiss und andere organische Stoffe bei einer
Erwédrmung nicht schmelzen, sondern sich vorher zersetzen.

e Van der Waalsche Wechselwirkung: Unter diesen Begriff fallen eine Reihe sehr
schwacher Bindungen zwischen Atomen oder Molekiilen. Die Ursache liegt (wie bei Dipol-
Dipol-Wechselwirkungen) in einer zumindest momentan nicht ganz symmetrischen La-
dungsverteilung im Molekiil.

e Ion-Dipol-Wechselwirkung: Positive Ionen ziehen die negativen Enden von Dipolen
an und umgekehrt. Dieser Effekt ist vor allem in wésserigen Losungen wichtig. Er ist
verantwortlich fiir die gute Loslichkeit von Salzen in Wasser. Die Salzionen umgeben sich
mit einer Hiille von polaren Wassermolekiilen (Hydratation). Wenn man die Beweglichkeit
von Jonen in schwachen Elektrolyten berechnet, spielt diese Hydratation eine Rolle, da
sie den Radius und damit den Widerstand (nach Stokes) der einzelnen Ionen vergrossert.

10.4 Molekiilspektren

Zwischen dem Grundzustand und dem dissoziierten Zustand eines Molekiils gibt es viele an-
geregte Zustinde auf diskret verteilten Energieniveaus. Wir unterscheiden folgende Arten:

e Rotationsanregung: Molekiil hat als Ganzes einen Drehimpuls.
e Vibrationsanregung: Kerne schwingen gegeneinander.

e Elektronenanregung: ein Elektron befindet sich in einem angeregten Zustand.
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10.4 Molekiilspektren

10.4.1 Rotationsspektren

Vereinfachende Annahmen:
- Starre Hantel,

- nur zwel Atome.

Abstéinde vom Schwerpunkt:

Abbildung 42: System von zwei starr verbundenen Massen als
Modell fiir das 2-atomige Molekiil.

a = — > (a+0) ,
My + my
m
= —2 (a+V).
My + Mp
Trégheitsmoment:
I = maa®+myb?
2 2
My a mp b
= (ma+m My +Mp) ——
( at+ b)ma+mb+( a T+ b)ma"’mb
ma a’ my, b2 m? a? mi b?
= mp a , Maa =mpb
Ma + Mp My +Mp My +Mp My + My
Mg a® my, b2 2m, mpab
= m
bmaerb ama+mb My + My
Ma M
= —=2"b <a2 +2ab+b2)
ma + mp
— Mallb (a+b)?, T e (reduzierte Masse) :
My + My My + My
= Myeq (@ + b)2 )
Drehimpuls:
J=13.

Da es sich um einen Drehimpuls im Sinne der Quantentheorie handeln muss, gilt:

Erot = EJ
h?
= = 1) .
2IJ(J+)
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Beziiglich J und J, gelten die iiblichen Regeln. Auch die Auswahlregel fiir el. Dipolstrahlung
AJ = +1 muss gelten.

AE‘rot = EJ*EJfl
h?
= S UUH)=((T=1 )

h?
= TJ.

Abschatzung der Grossenordnung fiir das Ho-Molekiil:

I = Myed Tgb
1.67-107%" kg

= = (07-107" m)2 ,

2h%J
1.67-10~27 kg - (0.7 - 10~10 m)?
~ 15-107%eV-J.

AE,i(J > J—1) =

10.4.2 Vibrationsspektren

Es handelt sich um Schwingungen der Kerne um die Ruhelage. Der Verlauf der Bindungsenergie
in Funktion des Kernabstandes, wie er in den Abbildungen 37 und 41 skizziert ist, hat fiir die
Tonenbindung und fiir die kovalente Bindung einen etwas unterschiedlichen Verlauf und ist
asymmetrisch. In der Ndhe des Gleichgewichtsabstandes kann der Verlauf aber durch den eines
harmonischen Oszillators angendhert werden (Abbildung 43):

2,

)
|
|

Abbildung 43: Die ausgezogene Li-
nie charakterisiert den Verlauf der
Bindungsenergie in Funktion des
Kernabstandes, und zwar fiir das
Hs-Molekiil. Die gestrichelte Linie
charakterisiert den Verlauf fiir den
harmonischen Oszillator, der in der
Nihe von Ry als Ndherung verwen-
det wird. Die waagrechten Linien
charakterisieren die Energieniveaus
mit dquidistantem Abstand.
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Die entsprechenden Energieeigenwerte sind:

1
Ev:(v+§) hw,, v=20,1,2, ...

Ein typischer Wert fiir hw, (z.B. fiir NaCl) ist 0.04 eV. Da die Dissoziationsenergie in der
Grossenordnung von 4 eV betrégt, hat es um die 100 Vibrationsenergieniveaus mit dquidistan-
tem Abstand.

Zwischen den Vibrationsniveaus liegen jeweils 10 — 40 Rotationsniveaus.
Beispiel CO-Molekiil:
Die Richtgrosse k bei der C-O Bindung betrigt 1870 Nm~!.

k

Myed

_ 1870 N
~ \1.14-10726 kgm

= 4.05-101s71,

AE = FE,.1—E,
hw,

= 0.266 eV .

Diese Energie ist wesentlich mehr als jene bei den Ubergéngen zwischen Rotationsniveaus. Es
ist auch etwas mehr als die thermische Energie bei Zimmertemperatur (kT =~ 2.5 - 1072 eV),
was bedeutet, dass die Mehrzahl der Molekiile sich im Vibrations-Grundzustand befinden.

Ubergénge zwischen Vibrationsniveaus bedingen meistens auch einen Wechsel des Rotations-
zustandes (als eine Art Feinstruktur). Man spricht deshalb von Vibrations-Rotationsspektren.
Fiir die Ubergéinge durch el. Dipolstrahlung gelten folgende Auswahlregeln:

Av = =£1;
AJ = 0 odert1, flir zweiatomige Molekiile: AJ = +1 .

Molekiile mit zwei gleichen Atomen (Hg, No, usw.) emittieren keine el. Dipolstrahlung bei
Rotations- oder Vibrations-Rotationsiibergéngen. Sie absorbieren bei den entsprechenden Ener-
gien auch nicht. Das ist wichtig fiir die Transparenz unserer Atmosphére.
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10.4.3 Elektronenanregung

Selbstversténdlich kann ein Molekiil auch einen angeregten Zustand annehmen, indem ein Elek-
tron in eine hohere Atomschale gehoben wird. Die Energiedifferenz ist in der Regel wesentlich
grosser, als bei der Vibrationsanregung.

Im Allgemeinen dndert sich bei der Elektronenanregung auch der Abstand zwischen den Ker-
nen. Es gibt sogar Beispiele, bei denen sich die Molekiilgeometrie grundlegend &ndert, z.B.
BeHs:

Grundzustand Angeregter Zustand

H

H—Be—H H— Be

Bei Ubergiingen zwischen angeregten Elektronenniveaus gibt es Bandenspektren, da bei einem
Ubergang auch der Vibrations- und Rotationszustand sich &ndern. Diese , Feinstruktur® gibt
es auch bei Molekiilen aus zwei gleichen Atomen.
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A Abzdhlverfahren nach Rayleigh - Jeans

Wiirfelférmiger Hohlraum mit elektrisch ideal leitenden Winden und Kantenldnge a. Darin
ebene elektromagnetische Welle:

' L k. T
B = Byelorfrre 0 I
k. z

—

- E, ei[w t—ky x—ky y—kz 24+po) )
Welle wird an der Ebene z = a reflektiert. Bei der Reflexion Phasenverschiebung ¢, (Bedingung

an k, wird weiter unten angegeben):

E — E’O ei[u.) t—ke x—ky y+po) (efikz Z 4 ei (k= z+<pz))

— E,elwthaz—kyytpo] oi 5 (e—i(kZ 24£2) Lol (k- z+%))

2 cos(kz z—l—‘%z)

= 2E,elwimhav=kyyteol o F (o (kz z+ %)

und nach weiteren Reflexionen an den Ebenen y = a und = = a (Bedingungen an k; und k,
werden weiter unten angegeben):

-4 - : . prteytez
E = 8 B, o/ tt90) ¢ Z577 cos (kxx + %) cos (kyy + %) cos (k‘zz + %) :

Hohlraum besteht aus elektrisch ideal leitenden Wénden = Phasenverschiebungen ¢, = ¢, =

Pz = .

i prtoytez

E =8 E,eWttvo) 2 sin (ky ) sin (ky y) sin (k. z) .

An den Winden hat es nur Knoten, so dass

kra = mgm,

kya = mym,

k.a = m,7
und damit

2 2 2\ 2 _ 2 2 2) 2
(R2+ K2+ k2)a? = (m2+mi+m?)n
| —

Fe= (%)’
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und
4a® 2 2 2
v = 7’7715r + my + mz
Frequenz f:
P
=
c? 2 2 2
= m (mx—i-my—i-mz) .

Alle Realisierungen mit gegebener Frequenz f liegen auf einer Kugeloberfliche mit Radius
/M2 +m2 +m2 = % Die Anzahl Realisierungen zwischen der Frequenz Null und der Fre-
quenz f sind gleich dem Volumen des entsprechenden Kugeloktanten (positiver Oktant):

3
N(f) = é 4% <2 af) 2 (Faktor 2 wegen Polarisation)
c
dN(f) _ 8« a’ 12
df c3 ’
df c?

B Zusammenhang zwischen Energiedichte und Energiestromdichte
(Intensitat)

dv
Spektraler Energiebeitrag von dV fiir spektra-
len Energiestrom durch dA: el ‘
dA cosd ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,::,\;T;»ﬁ, ,,,,,,,,,,,,,,,,
dWyeaqy df = dV ———df .
ravdf =w(f) 1z 4f dA/ Sj

in Polarkoordinaten ist dV = r2 sin § dr de dé:

us

2 ct 27
dawdf — w sinécos5d5/dr/dg0
0 0

—— —— ——
ct 27

=

o w(f)cet
- LS ddar
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C Herleitung Comptoneftekt

Spektrale Energiedichte u(f)df = 1 W q .

u(f)df = Zw(f)df

C Herleitung Comptoneffekt

Impulssatz:
hf hf
Pe COS = —— —
c c
/!
Do Sinp = ——sind
c

cos d x — Komponente,

y — Komponente.

Die beiden Gleichungen zuerst quadrieren und dann addieren:

beC =

Energiesatz:

(h f' sind)* + (b f — h f' cos6)?
= (Wf)>=2(hf) (hf)cosd+ (hf) .

hf4+mec®=hf +/m2ct+p2c?.

Diese Gleichung quadrieren und umordnen:

=M =2Mmf)hf)+ (hf) +2me (hf—hf) .

(58)

Vergleich von (57) und (58) ergibt:

=2 (hf)(hf)cosé =
Ff(1—cosd) =

1—cosdé =

AN = Ac (1 = cosd)

h (f - f,)

mec (£ )
VA

m;zc (V=2

Comptonwellenlénge:
h
Ac =
Me C

= 243-1072m
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D Messung von Spektrallinien

D.1 Gebrduchliche Einheiten zur Charakterisierung von Spektrallinien

Grosse Definition Bemerkungen Gebréuchliche
Einheit
Wellenlénge A Normalerweise nm
Vakuumwellenlénge
Frequenz f f= ; st
Kreisfrequenz w w=27f s1
~ ~ 1
Wellenzahl f f= i = — m~!
c A
. W 27 . . .. -1
Kreiswellenzahl & k=—= Y oft wird auch diese Grosse m
¢ k als Wellenzahl bezeichnet
Energie W W=hf eV

D.2 Direkte Messung von Spektrallinien
D.2.1 Strichgitter

Ubliche Gitterkonstanten bis ¢ = 1.25 pm (8 - 10° Striche pro m). Wichtig vor allem auch
Reflexionsgitter, da keine Absorption.

Folgende Regel sollte bei Beugung an Gittern befolgt werden:
A< g < 10X

Bei senkrechtem Einfall eines Lichtbiindels ergeben sich Interferenzmaxima bei

A
sin @, = nAa , n = Ordnungszahl.

Theoretisches Auflésungsvermogen:

AN = A

=N N = vom Lichtbiindel getroffene Anzahl Gitterstriche.
n

Beispiel: N = 5000 und A = 656.4 nm (H,-Linie), also

Dies entspricht einem Energieunterschied von 3.8 - 1074 eV. Die Feinstrukturaufspaltung ist
rund 5 mal kleiner.
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D.2.2 Prisma

sina sin 3 _ Mprisma

siny  sind  nug
p=a+p—(y+90) .

Auflésung mit Prisma rund 0.05 nm. Das ist
rund 3 mal besser als beim Strichgitter. Das
Prisma ist auch wesentlich lichtstéirker. Die Ab-
lenkung ist aber nicht linear und sie muss mit
mehreren bekannten Linien kalibriert werden.

D.2.3 Fabry-Pérot Interferometer

Es besteht im wesentlichen aus 2 planparallelen Platten im Abstand von einigen Zentimetern,
welche beide ,,halbdurchlissig® verspiegelt sind.

Der Gangunterschied zwischen direktem und zweimal reflektiertem Strahl betréigt viele Wel-
lenléingen (plus ev. Bruchteil einer Wellenlénge). Virtuelles Bild: konzentrische Ringe auf der
Glasplatte (mit auf co eingestelltem Fernrohr betrachten).

Gangunterschied:
2d
ya- 2L
sin

Beispiel: d = 25 mm, A = 500 nm. Ordnung:

2d
=" =10°.
TN
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Neigung bei Gangunterschied XA =1 - A:
v =0.26° .

Ein Gangunterschied von 500 nm entspricht bei einer Ordnung von 10 einem Wellenlingen-
unterschied von AX = 0.005 nm.

D.3 Zwei moderne Messmethoden als Beispiel
D.3.1 ,,Quantum beats” (Quantenschwebungen)

E1 und Ey seien zwei benachbarte Energieniveaus mit AE = Fy — E; ~ 107° eV (Hyperfein-
struktur).

Es — FEq
Wop = ——— .

21 7
Ein sehr kurzer Photonenimpuls (mit 7 um die 107! s mit der Kreisfrequenz w = w, regt
wegen der Unschérferelation beide Niveaus an.

Beide Niveaus zerfallen dann exponentiell und
emittieren mit den beiden leicht voneinander

verschiedenen Kreisfrequenzen w; und ws. Die fol
Uberlagerung der beiden Frequenzen ergibt ei- (EE
ne Schwebung mit der Frequenz: N
Ey — Eq 7
Wwo = —— .
21 7

I I I I I
Zeit nach Impuls

D.3.2 Dopplerfreie Zwei-Photonen-Absorption

Bei intensivem Laserlicht sind 2-Photonenprozesse moglich:

AFE =

[N

hf

Dopplereffekt:

w’zw(l:l:v—m>
c

Im Laserresonator habe es nur stehende Wellen der Kreisfrequenz w. Die Resonatorachse falle
mit der x-Achse zusammen. Das absorbierende Atom sieht:

e Wenn es sich entgegengesetzt zum Photon bewegt:

w1:w<1+v—x> ,
c
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e Wenn es sich in Richtung Photon bewegt:

Das Atom kann nun ein Photon der einen, sowie eines aus der entgegengesetzten Ausbreitungs-
richtung absorbieren.

AE=wih+wyh=2hw.

Die thermische Geschwindigkeit v, des Atoms fillt somit heraus.

E Periodisches System

Die Tabelle auf den Seiten 108 — 109 ist Kohlrausch: Praktische Physik Bd. 8 entnommen.

Die vollstandigen Elektronenkonfigurationen der Grundzusténde ergeben sich aus aus den Kon-
figurationen der abgeschlossenen Elektronenschalen fiir kleinere Kernladungszahlen Z, welche
jeweils mit einem Stern gekennzeichnet sind. In der Spalte, welche mit ,, Grundterm* bezeichnet
ist, steht die spektroskopische Notation des Gesamtzustandes, welche eigentlich nur fiir Atome
mit LS-Kopplung, d.h. fiir leichte Atome bis ca. Ladungszahl 50, Sinn macht.

F Zustandsfunktion der Elektronen im Neon-Atom

Der Aufwand um die Hartree-Fock-Gleichung fiir ein Mehrelektronenatom zu lsen ist be-
trachtlich. Hier soll als Beispiel eine analytische N&herung an die numerischen Resultate fiir
die Zustandsfunktion der Elektronen im Neon-Atom gegeben werden. Das Beispiel ist Brans-
den,Joachain (2003) entnommen. Die Slater-Orbitale haben allgemein die Form:

Xntm (10, p) = N 1e ™7 0(0) B(p) .
N ist eine Normierungskonstante und wie folgt gegeben:

NERCORE
(2n)!
Das raumliche Orbital fiir ein Elektron in einer bestimmten Unterschale besteht aus einer

Summe von Slater-Orbitalen. Es ist zu beachten, dass die Radialfunktion bei Mehrelektrone-
natomen nicht nur von der Hauptquantenzahl n, sondern auch von der Bahnquantenzahl [
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Z Konfigu- Grund- | Ionisie- Z |Konfigu- | Grund- | Ionisie-
ration term rungs- ration term rungs-
energie energie
eV eV
H 1 1s S 13,595 Rb 37 5s ZS”: 4,176
Sr 38 552 18, 5,692
He 2% e 1S, 24,588 Y 39 4d 55 |2Dsp 6,38
Zr 40 4d? 55 |°F, 6,84
i 3 2s 2Sm 3,392 Nb 41 4d* 5s GDUZ 6,88
Be 4 252 1S, 9322 | Mo | 42 445 55 |78, 7,10
B 5 2s? 2p Pi 8,298 Te 43 4d° 5¢2 585,2 - 7,28
(& 6 2s? 2p? | %P, 11,260 Ru 44 44’ 55 |°5Fs 7,364
N 7 2s* 2p® | *S;p 14,534 Rh 45 4d® 5s “Fm 7,46
@) 8 2s% 2p* |°P, 13,618
E 9 2% 2p° | 2Py, 17,422 | pa | 46|* adwe 1S, 8,33
Ne 10 1% . 28 2p° |8, 21,564 Ag 47 5s Sip 7,574
Cd 48 5¢* 1S, 8,991
Na | 11 3s 280 5139 | In 49 582 5p | %Py 5,785
Mg | 12 3¢? 1S, 7,646 | Sn 50 552 5p? | 3P, 7,342
Al 13 3s* 3p 2P”2 5,986 Sb 51 i Sp ‘Sip 8,639
Si 14 3 3p* | °P, 8,151 Te 52 5s* 5p* |°P; 9,01
P 15 3s* 3p° |“Ssp 10,486 | I 53 58 5p° (%P3 10,454
S 16 3s? 3p* [P, 10,360
Cl 17 38* 3p° | P 12,967 | Xe 54.1% 5¢ 5p° |18, 12,127
Ar | 184% 34 3pf |8, 15759" Fcs | 55 6s |28, 3,893
Ba 56 65> |1S, 5,210
K 19 4s %S, 4,341 La 57 5d 6s? |2Dsp 5,61
Ca 20 4s? | 1S, 6,113 Ce 58 |4f 5d 652 G <(5,60))
Sc 21 3d 45 |2Dsp, 6,560 oder ¢ 6.54
Ti 22 34 45% |°F, 6,821 412 652 [6,54]
\% 23 3d® 4s% | “F5p, 6,740 Pr 59 | 4f3 68% | Iy {(5,48))
Cr 24 3d° 4s |S, 6,767 [5,8]
Mn | 25 3d° 45> |SSsp 7434 | Nd | 60 |4f* 652 |5l {(5,51))
Fe 26 3d® 4s? |°D, 7,87 [6,3]
Co | 27 3d7 4s? |“Fy), 7,86 Pm | 61 |4f° 6s |®Hsp -
Ni | 28 3d® 45 |°F, 7633 | sm | 62|4f% 65 |7F, (5.6)
6,5
Cut | 29 [* 3d¥ 'Sy 20,29 Eu | 63|4f 652 | %S Es,«s}?)
[5,60]
Cu 29 4s 2S5 7,724 Gd 64 |4f7 5d 6s* |°D, (6,16)
Zn 30 4% 1S, 9,391 g [6,6]
Ga 31 4s> 4p |?P, 6,00 Tb 65 |4f% 5d 65 |3Gysp’) | <(5,98))
Ge 32 4s* 4p* | 3P, 7,88 [6,7]
As | 33| 45 4p? |4S,, 981 { Dy | 66|4f0 652 |5, (6.8]
Se 34 452 4p4 3P2 9,75 Ho 67 | 4f!1 6s? 4I15)}2 —
Br 35 452 4p° Py 11,84 Er 68 | 4f12 6s2 |*H, {(6,08)
Tm 69 [4f" 6s* ZF'”Z (12,05)
Kr | 36 |* 4s? 4pf |1S, 13,996 | Yb | 70 |4f*  6s? [1S, (14)
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Z | Konfigu- Grund- | Ionisie- Z |Konfigu- * | Grund- | Ionisie-
ration term rungs- ration term rungs-
energie energie
eV eV
LEwt] 71> 484 8o Fr 87 Ts |28 -
- Ra 88 18 |18, 2277
Lu 71 5d 6s? | 2Dy, 6,15 | Ac 89 6d 7s* |?Dsp 6,9
Hf 0] 5d 6s® |3F, 7 Th 90 6d* 7¢* |?F, {(6,95)
B | 7 53 652 |4F,p, 788 | Pa | 9115F 6d T¢
W 74 5d* 652 |5D, 798 - oder Kupoy | -
"Re 75 5d° 6s% | %8s, 7,87 5F 6d* ¢
5 a?
U] S L 8,7 U | 92|56 6d 78 |L,  |<(6.08)
It 77 5d’ 6s° | “Fy) 9 N 93 |5f% 6d 7s2
Pt | 78 5d° 6s |°D, S PR R or '
- 51F 78 Loy
Antl 19 |* 541 1S, 20,5 Pu 94 | 5f° o 5,8
Am | 95|5f 78 |88,y (6,0)
7 2 |9
Au | 79| s S, TE e S o =
Hg 80 682 ISO 10,43 ; oder = o
Tl 81 652 6p | %Py 6,106 ) 742
Pb 82 6 S2 6 pZ 3P0 7,41 3 Cf 98 | 5 flu 7 2 | ==
Bi 83 68 6p° |“S,, 7287 be. | oglsgm 2g2 | =
Po 84 6s* 6p* | °P, 8,43 Fm -] 100 | 5512 g =
At . 85 652 6p5 2?31-2 s Md 101 5fl13 7et | — -
: No |[102 |[5f 78 |- -
Rn 86 |* 6s5° 6p° |15; 10,746 Lw (103 |5f“6d 7s* |- -
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abhingen. Im Neon-Atom befinden sich im Grundzustand zwei 1s Elektronen, zwei 2s Elek-
tronen und sechs 2 p Elektronen. Die entsprechenden Zustandsfunktionen (ohne Spinvariable)

= 0.93717 x1 + 0.04899 x2 + 0.00058 x3 — 0.00064 x4 + 0.00551 x5 + 0.01999 x6

= —0.23093 y1 — 0.00635 x2 + 0.1862 y3 + 0.66899 y4 + 0.3091 yv5 — 0.13871 g

lauten:
urs = Ris(r)Oo(V) Po(w)
ugs = Rag(r)Og (V) Po(p)
uzp = Rop(r) O1(9) P10,-1()

= 0.21799 x7 + 0.53338 x5 + 0.32933 x9 + 0.01872 x10 .

Die einzelnen Slater-Orbitale lauten:

X1 = (
Xo = Npe 1556397 gy
X3 = N3 e71.96184r @0(
x4 = N, e—2.86423 r @0(19
s = Ns e—4.82530 r @0(19

X6 = Nge 7722790 (19) By ()
X7 = Npe 14920879 (1) By (o)
Xs = Nge 23816879 (19) By (o)
Xo = Noe "1970,(9) @(p)
Xi0 = Nige 13647 9, (9) By () .

Die Radialfunktionen der 1s-, 2s- und 2 p-Orbitale sind in untenstehender Abbildung aufge-

2s

2

zeichnet.
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0.5

Die Verteilung der gesamten Elektronendichte ergibt sich aus:

P(r) =2 |r Ris|* + 2 |r Ras|* + 6 |r Rap|* .

Das Ergebnis ist in Abbildung 25 (Seite 74) mit der Elektronenverteilung nach Thomas-Fermi

verglichen.
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G Einige niitzliche Beziehungen und bestimmte Integrale

o=1; 1U=1 a"=1

sin (2a) = 2 sina cos « cos (2a) = cos® a — sin® a

. . . a+ a — -
sina + sin 3 = 2 sin ﬂcos h cosoa—l—cosﬁ:2cosa+ﬂcosa p

2 2 2 2
sin (aw £+ ) = sin« cos 8 £ cos « sin 3 cos (£ f) = cosa cos 8 F sin« sin 3
27 27 0
/cos( x)cos (n /sm )sin(nx)dr = { wenn m 7 n
m wennm=mn#0

0 0

/p(x) e’Tdr = [IL‘%) V(@) +...+ (=" p(”)(x)] e?” a#0, p(z): Polynom Grad n

o
|
/ e % dr = :—4—1 sofern n natiirliche Zahl und a > 0
a
0
b !
/x” e "dx = aZ:‘l —eab Z o e k+1 sofern n natiirliche Zahl und ¢ > 0
0
7 1
/e_‘””2 der = = \/? sofern a > 0
2Va
0
T 1-3-5 2n— 1
/x2"e_”2 dop = —2 = 0 ( nl— ) VT sofern n natiirliche Zahl und a > 0
2n+1 an+§
0
v v iy 4
/cosﬁ sinddd =0 /cosvQ sinf9dy =0 /COSQ'ﬁ sin319d19:E
0 0 0
s ™ 2 s
/cosﬁ sin?9dd =0 /cos219 sinﬁdﬁzE /005319 sin?9dd =0
0 0 0

™ i i 2
/00519 sin®9dy =0 /005219 sin219d19:g /cos419 sinvdd = E
0 0 0
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H Einige wichtige Konstanten

H Einige wichtige Konstanten

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Elementarladung

Elektrische Feldkonstante
Magnetische Feldkonstante
Ruhemasse des Elektrons
Ruhemasse des Protons
Ruhemasse des Neutrons

Plancksches Wirkungsquantum

Avogadro-Konstante
Boltzmannkonstante
Universelle Gaskonstante
Normtemperatur (0°C)
Gravitationskonstante
Rydbergenergie
Bohrscher Atomradius
Bohrsches Magneton

Sommerfeld Feinstrukturkonstante

2.997925 - 108 ms~!
1.60217610719 As

8.854188 - 10712 AsV~Im™!
1.256637 - 1076 Vs A= lm™!
9.109390 - 103! kg
1.672621 - 1027 kg
1.674927 - 10727 kg
6.626069 - 10734 J s
1.054572- 10734 Js
6.022142 - 10?3 mol~!
1.380650 - 10~23 JK—!
8.314472 Jmol ' K1
273.15 K

6.67259 - 10~ Nm? kg2
13.605692 eV
0.529177-1071%m
9.274-107%* JT—-1

137.036



